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THfiORIE 

DU 

POTENTIEL NEWTONIEN 


GHAPITRE PREMIER 


POTENTIEL EN UN POINT EXTI^RIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

Equation de laplace . 

EXEMPLES. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES 


1. Definition du potentiel en general. — Soit un point mobile M 
attire par n points fixes P,, P,,..., P„. (fig. 1). Designons par 
X, y, z les coordonnees du point M, 
par Di, bj, Cj celles du point Pj, et 
par rj la distance MPi. Cette dis- 
tance est donnee par la relation : 

,f=(x-aO’-+(y-b,)=+(z~oO^ 

Enfin, suit f/ (l) la valeur de 
I’attraction qu’exerce le point Pj 
sur le point M. Les conipbsantes 
de cette attraction sont : 





aj — X 


Y,= f',(r,'N^Y 

z,= e(r, 


I’i 

C; Z 


POINCARE. Potent. Newt, 
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La resultante cles actions exercees siir le point M par les n 
points P a pour composante suivant OX : 



1 


oil, pour abreger, 



Les deux autres composantes sont pareillement : 



Nous appellerons potenliel la fonction : 



Ses derivees premieres sont liees aux composantes de I’attrac- 
tion par les relations : 

DV 


X = 
Y = 
Z = 


dx ’ 

()V 

5V 

dx 


2. Potentiel newtonien. — Si Ton suppose que rattraction 
varie en raison inverse du carre de. la distance, le potentiel 
obtenu s appelle potentiel newtonien . On a, dans ce cas, 


ni; desigiie la masse du point attirant Pj, Punite choisie etant la 
masse du point attire M. 



POTENTIEL LOGARITHMiqVE 
L expression clu potentiel est clone : 



et celle des composantes de rattraction : 



S il n y a cjii’nii point attirant et si sa masse est egale a 1, les 
expressions precedentes deviennent : 



3. Poteutiel logarithmique. — On appelle ainsi Ic potentiel 
oblenu en supposant que I’attraction Yarie en raison inrerse de 
la distance. On a done : 
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Remarque. — Supposons que le point M s’eloigne indefiniment, 

tendra vers 0. An contraire,^^ m log tendra vers — oo. 

Ainsi Ton pent dire qu’ii I’infini le potentiel newtonien s’annide, 
au lieu que le potentiel logaritlimique est egal a — co . 

4. Equation de Laplace, — Formons les derivees secondes 

(FV 5‘^V 

— -r— r, dll potentiel newtonien en un point distinct des 

Ox- Oy- Oz- 

points atti rants. 

(FV ..v-i (a — x)' 


Ox^ 

O^V 

Oy*' 

m 


Oz*' 


:3y ni 

' jLa 

:3y m 
Z-j 

:3y m- 


(b — yf 


■zf 


^ in 

Z .1 r“ 

E _m 
r^ 

E m 


Ajoutons ces trois relations membre a membre et appelons, 
suivant la notation connue, AV la somme des trois derivees 
secondes que nous venous de calculer ; il vieiit : 



(x — a)*' H- (y — hf -I- (z — c)^ 
r“ 




Le potentiel newtonien satisfait done, dans Vespace d trois 
dimensio7is, a V equation de Laplace AV == 0 en tout point distmct 
des points altiranls. 

Pareillenient, le potentiel logarithinique satisfait, dans le plan^ 

, , O^V 0‘'V 

d I equation de Laplace -R ^ encore 

AV=0. On a en elFet pour ce potentiel : 




EQUATION BE LAPLACE 
Ajoutons membre a membre en remarquant que 
(a~x)^+(b-y)^=r^ 

nous aurons ; 

D^V ,, 5^V ^ 

dx' 5y‘^ 

On pent, de nienie, definir, dans I’espace a n dimensions, un 
potentiel analogue au potentiel newtonien dans I’espace a trois 
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons 
Xj, X2,...x„ les coordonnees d’un point de I’espace a n dimen- 
sions 5 le potentiel en question sera une fonction V de n variables 
satisfaisant a I’equation : 



qui est la generalisation de I’equation de Laplace. Le potentiel 

ainsi obtenu correspond a une attraction proportionnelle a - ; 

r dp:signe toujours la distance du point attire (x^, x,,..., x„) a un 
point attirant (a^, a^,..., a^) et est donne par I’expression : 




•+ (Xn 


5 . Limites superieures des derivees de-^-. — Avant d’aller plus 
loin, nous allons indiquer des limites superieures pour qiielques- 
■Uiies des derivees de Ces limites superieures nous seront 
utiles dans la suite. On a : 



(j 
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et des formules analogues pour les derivees en y et en z. On 
conclut sans peine de ces formules les inegalites suivantes : 



et ainsi do suite, 

6. Potentiel des corps continus. — - Jusqu’ici nous n’avons con- 
sidere que des points attirants discrets. Considerons maintenant 
des distributions continues de masses attirantes ; il y en a de 
trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons etudier leur 
action sur un point M (x, y, z) portant Funite de masse et definir 
Lin potentiel. Nous envisagerons d’abord le cas oil le point M est 
exterieiir aux masses agissantes, c’est-ii-dirc tel qu’on puissc 
cntourer ce point d’lme surface fcrmee de dimensions finies ne 
contenant aucune des masses considerees. 



Fig. a. 


1° Volumes aUirants. — Soit un tel volume ; appelons (fig. 2); 
dr', un element de ce volume; 

y^ les coordonnees de son centre de gravite ; 
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p/ , la densite en ce point ; 

X, y, z, les coordonnees du point attire; 

\iJ est line fonction de x', y', yj . _ • ■ 

L’element dx' exerce sur M nne attraction dont la composante 
parallele a Ox est : 


p'dx' (x' — x) 



la composante relative an volume tout entier est : 



j u'dv'(x^— x) _ 


les deux autres coniposantes sont de m6rae : 

V C [J-'dT'fy' — v) 




.. C IJ-'clyV — 


'I le potentiel : 


V 




les integrales etant etendues au volume considere. V, X, Y, Z 
sont des fonctions de x, y, z. 

Calculous les derivees du premier ordre de V. Montrons qu’il 
suffit, pour les obtenir, de dllFerentler la Fonction qui est sous le 
signe j et d’ecrire par exemple : 

DV 

(lx 



Posons en effet : 


^x,y,z). 


V'=J[xl‘(x, y, z)-dY.' 


On a 
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Par definition : 


DV 


lim 


dx li 

quand h tend vers 0^ ce qiii donne 

h 


J (x -h h, J, '^) cW iJ.'[ {x,j, z) dv'j , 


5V 

5x 


d'u'O<0<l. 


iimj"[x'|^r.(x) + -|-r;^(x + eh) 

II est facile de voir que : 

h f' (x -I- Oh, y, z) dr', 

tend vers 0 avcc li,* car, en vertu des inegalites (1), on a : 

“4“ Oh, y, z 


4 


r designant la distance an point x', y', z' du point M" qui a pour 
coordonn6es x + 8h, y, z (fig. 2), Or, quel que soit le point 
y') > 1' est inferieiir a M'' Q, Q designant le point du volume le 

plus rapproche du point M". Bref on a : 


( 3 ) 


(x4-eh,y, z) 


\ M''Q ‘ 

De plus, lorsque h tend vers zero, M^' tend vers M et M"Q 
tend vers une limite differenle de zero, puisque M est exterieur 
an volume attirant; done le produit : 

li^''^ (x + Oh, y, z), 

tend vers zero avec h et, en vertu de la relation (2), on a : 

1 


(W 

dx 


x(x,y, z) dv': 


dx 


dvh 


ce qui demontre la proposition annoncee. 

1 


Remplacons maintenant- 


dV 


dx 


par sa valeur,-^prendla forme 


dV 

dx 




<w = x. 
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Pareillement : 




formules identiques a celles que nous avons trouvees dans le cas 
d’un potentiel de points attirants discrets. 

Coinme nous avons differentie une premiere fois sous le 
signe j et pour la m 6 me raison, nous pouvons difFerentier une 

deuxieme fois et obtenir ainsi les derivees secondes de V. On 
pent done ecrire : 


m 

5“^V 

h— -/ 

^ r 52 

v'\ 1 

5' A. 

r 

1 

Dx* 

if 



5y‘2 



Le potentiel d un volume dttirant satisfait done a V equation de 
Laplace en tons les points exlerieurs aux masses agissantes, 

2® Surfaces attirantes. — Lignes attirantes. — Les monies 
considerations s’appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes. 
Designons par dw' un element d’une surface attirante (S) et 
par dL un element de longueur d’une ligne attirante (L), les 
autres notations gardant les monies significations que precedem- 
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes : 


Surface : \ dw', 

Ligne : Y —J dL. 


la premiere integrale etant etendue a la surface entiere et la 
seconde a tous les elements de longueur de la ligne. 

Les composantes de I’attraction s’obtiennent de meme en difle- 
rentiant sous le signe 



Surface : X 


5x 



dw' 


etc... 
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etc.. 


Enfin les derivees secondes s’obtiennent encore par difleren 
tiatioii sous le sigiie j‘ et yerifient par cons<k|uent reqiiafion de 
Ijaplace : 

AV = 0. 

Tout ceci ue s’applique, commo pour les volumes, qu’aux 
points exterieurs aux masses agissantes. 

IE Poienliel lognrlthmiqiie, — II possible dans le plan — tou- 
joiirs en dehors des masses agissantes — pour les aires et les 
lignes attirantes les proprietes que nous venous de reconnaitre 
an potentiel newtonien dans I’espace. 

7. Proprietes a I’infini. — Soil p la distance a rorlglne clu point 
attire M; quand IM s’eloigne indeliniment, c’est-a-dire quand p 



vers line limite finie et en calculant cette limite. 


PROPRIETES A L’INP'INI ii 

Soit (fig. 3) T un volume cittirtint, cIt^iui element cle ce volume, 
1 son centre cle gravite, a la distance cle P a I’origine 0 cles 
coorclonnees, M le point attire, r.la distance PM et o la distance 
OM. On a: 


p < r < p -f- a, 
et, par suite, on pent poser : 

r = p — [— Qa , 

8 etant compris entre — 1 et +1. 

Le potentiel V a pour expression : 


V 


ckL 


L'ormons le produit pV : 






les integrales etant etendues au volume T. 

De I’egalite (4), on tire : 

p/9acV 
p — )— Qa 


pV- p/dP:=_ 


On voit sans peine cj;ue le second membre de cette derniere 
egalite tend vers 0 c[uand p augmente indefiniment. On a 
done : 

Lim(|pV — 0, 
oil 

Lim pV=J =: M, 

en appelant M la masse attirante totale. 

Le raisonnement s etend sans aucune modification au cas d’une 
surface attirante, d’une ligne attirante ou cLun ensemble de 
volumes, de surfaces et de lignes. 


8. Passons au cas du potentiel logarithmic[ue dans le plan. 
Soit S line surface plane attirante. Le potentiel V en un point M 
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cle son plan (fig. 4) a pour expression, en reprenant les notations 
connues : 

V=r p'log-^dw'. 



Voyons comment Y se comporte a I’infini. Posons : 

log J p'cUo' = M log 

M designant la masse attirante totale et p la distance du 
point M a I’origine. Formons la difference V — Vq : 


V— Vo 

Or on a : 
log 




'loff-^ dw' 


P'log- 


Oa 


dw' 


p -f- Qa 


log 1 H- 


Qa 


< 


ea 


p 


p p 


a designant une limite superieure de a; on en conclut : 


Y — V. 


< 




P 


dto' 


< 


y p.„Jdc,y, 


Po etant une limite superieure de p^.^ Si Ton designe par S I’airc 
de la surface attirante, on a : 
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et Ton voit que : 


V-^V„ 




par consequent : 


,Lim I V — Vg I = 0, 


quand p augmente inclefininient. 

On pent clone ecrire Fegalite asyniptoticjue : 


V w M. log 

9. Potentiel newtonien d’une surface splierique homog'ene. ^ — 
Nous allons, a titre cl’exemples, calculer le potentiel clans quel- 
cj[ues cas simples. 

Soit line surface attirante splierique, lioniogene^ de densite 
soient 0 son centre, a son rayon (fig. 5) et M, un point exterieur, 



pour lec[uel nous voulons avoir la valeur clu potentiel. Soit P le 
centre de gravite d’un element clco' de la sphere; menons le 
cliametre AB issu de M. Posons : 

MP=r,' OP = a; OM=p,- angle MOP=;6. 

Le potentiel en M a pour valeur : 
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ou, en supposant runite cle masse telle que 1, 

(5) V=J’-icK 

I’iiitegrale etant etenclue a la surface cle la sphere. C’est cette 
integrale C|ue nous nous proposons d’evaluer. 

Decrivons, cle A et B comnie poles, une infinite cle petits cer- 
cles sur la surface cle la sphere; nous clecoupons ainsi la surface 
de la sphere en une infinite cle zones infiniment etroites. Proje- 
tons la figure sur un plan passant par OAI c[ue nous prendrons 



pour plan de la figure (fig. 6). Soient CC' et DD' les plans de 
base cle Pune cles zones; est sa hauteur. 

L’aire dco' de cette zone est donnee par : 

cho^ = 2 Tia. = 2 Tta. a sin Q clQ = 2 ixa^ sin 0 clQ . 


La densite de la matiere attirante etant egale a I’unite, 
2 -rra^ sin6cl9 represente aussi la masse repandiie sur la zone el 
le potentiel auquel elle clonne lieu en M est : 

2 Tca^ sin 0 cl6 
1 ’ 


Le potentiel V cle la surface spherique est done : 



2 Txa^ sin 8 


cle. 


( 6 ) 


r 


POTENTIEL D'UNE SPHERE PLEINE r, 

C’est line premiere modification cle I’integrale (5), Transfor- 
mons-la encore ; on a : 


d’oi: 


oil ; 


r^ = a" -f- — 2 ap cos 0, 

rdr = ap sin Bd6, 


et 


sinQdO 


_dr 

ao 


et en portant cette valeiir dans I’expression (6) 


( 7 ) 


\ = 

‘-f— tl 


2 Tia"- 


ap 


dr 


2 7ra 


P 


£ 


dr 


4 iia^ 


Or 47ca^ est la valeiir de la masse totale attirante M; on pent 
done ecrire : 


V: 


M 


coiniiiB si Ici incissB ciitihvQ alcLit condenseo clu cQntva, 


Si le point M, ail lieu d’etre exterieiir ii la sphere comme dans 
le cas precedent de la figure (6), etait interieur, les limites de 
1 integrale (7) seraient a p et a + p; la valeiir clu potentiel 
serait alors : 



4 Tia^ M 

a a ■ 


Ainsi^ a rinterieiir de la sphere, le potentiel est constant et 


/ , , in , , 

egal a — ; 1 attraction est nulle. 
a 


10. Potentiel d’une sphere pleine. — Commencons par calculer 
le^ potentiel d’une couche spheric|ue homogene infiniment 
mince. 

Soit (fig. 7) une sphere de rayon a recouverte d’une couche de 
matiei e attirante dont la densite, constante, est egale a et 
dont Fepaisseur est uniforme, tres petite et egale a e. Un 
element P de la sphere, cloiit I’aire est dco', porte une quantite 
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tie matiere egale a sjJL'dti)'. Son potentiel en un point M exte- 
I'ieur est : 


Le potentiel V de la couclie est done : 


4 Tia^ 


le calcul est le nienie que pour une surface attirante clont la clen- 



site serait 4 7ca^£p.^ n’est autre que la masse totale M tie la 
couche et Ton a : 


V 


M 


^a derivee fournit la valeur tie rattraction : 


,2 


Pareillement, le potentiel en un point interieur est constant 
et egal a : 

V=“; 


le potentiel etant constant a I’interieur, rattraction est nulle. 

On en conclut sans peine la valeur tlu potentiel eVune sphere 
pleine composee tie couches concentriques homogenes. En un 
point exterieur, on a encore : 


V 


M 
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Tout se passe comme si la masse totale etait concleiisee au 
centre de la sphere. 

Considerons maintenant une masse attirante comprise entrc 
deux spheres concentriques dont les rayons a et b ont une diffe- 
rence fmie (fig. 8), et supposons la matiere distribuee en couches 
concentriques homogenes. A Texterieur de la grande sphere, le 
potentiel est encore egal a ^ 

iL . 

p ' 

p etant la distance au centre du point ou Ton evalue le potentiel. 

Dans la cavite, au contraire, le potentiel de chaque couche esi; 
constant, il en est done de m6me pour le potentiel de la masse 




totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d’line 
couche de rayon OG = c et d’epaisseur dc, est; 

p. 4Ttcdc. 

Le potentiel total est done : 

V==47tp/ cdc = 27ipL(b2_a^). 

L attraction est nulle en tout point de la cavite, puisque le 
potentiel est constant. 

II nous reste a calculer maintenant I’attraction et le potentiel 
dune sphere pleme homogine en un point M interieur it la 
sphere. Ici, le point attire est interieur aux masses agissantes ; 
nous n avons encore traite ancun cas de ce genre, mais les con- 
siderations qui precedent vont nous en donner iminediatement 
POINCARE, Potent. Newt. 
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1 8 


la solution. Tracons (fig. 9 ) la sphere concentrique a la sphere 
donnee et de rayon OM. 

Le potentiel V en M se compose de deux parties : 

Le potentiel Vj de la sphere de rayon OM = b ; 

2° Le potentiel de la masse comprise entre les deux spheres 
Le point M pent etre considere comme exterieur a la sphere OM ; 
on a done : 


M etant la masse de cette sphere. 

D’ailleurs^ cette sphere etant enlevee, M peut etre considere 
comme interieiir a la cavite et^ par suite, le potentiel Vj de la 
masse restante est egal, d’apres le calcul effectue plus haut, a : 


V„==27r.uifa' — b'L 


On a done 


M 


V = V,+V, = -^ + 2«p (ii= — b>); 


i.}. 

mais M a pour valeur — Ttjrb'* ; done : 

V = -^Tipb^-l- 2 Ttij. (a^ — bs) = 2 7C[j.( a^ 


1)2 

xy 


Calculous maintenant Lattraction cn M : cette attraction se 
compose de deux parties : 1 ° celle qu’exerce la sphere de rayon b 
et dont la valeur est : 

M 
b' ■ 

2 ° I’attraction exercee par la masse restante, cette derniere est 
nulle, puisque M se trouve clans la cavite cleterminee par I’en- 

M 

levement de la sphere OM. est done la valeur de I’attraction 

exercee en M par la masse totale. Cette valeur est proportion- 
nelle a b. 

11. — On peut obtenir tons ces resultats par une autre me- 


POTENTIEL D’UNE SPHERE 1‘LEINE j ,, 

Lhode, que nous allons exposer clans le cas crime surface splie- 
rique liomogene. 

Commencons par elFectuer le calcul pour cm point situe ii I’in- 
terieur de la cavite spherique. Tout point cle cette cavite est 
exleneur aux masses agissantes et le potcntiel Y satisfail. ii 
rec[uation cle Laplace 

(J-) ■ AV = 0. 


Or, en vertu cle riiomogeneite cle la couclie superficielle, 
V depend seulemeiit cle p, distance clu point attire M an centre O 
de la sphere; cela nous permet cle transformer reejuation (1\ 

On pent ecrire : 

hV _ clV X 
Ox dp p ’ 


ear le centre de la 
donnees, on a : 


(,’t 


sphere etant pris pour origine cles eoor- 

P^ = x2 + .v^ +■<, 



On a cle mchne : 


OV __ dV y 
Oy dp p ’ 


et 


oy _ dv z 

Oz dp p • 


Calculons les clerivees seconcles : 


0-V ^ 0 / civ \ X 

Ox'^ c\x V'd^/T' 

__ dH^ x^ dV 
- A. 2 TtH-— J— 



O'V 

d^v y2 


' 1 > - 1 

Oy^ - 

dp^ p^ “ 

^-dy 

b“'rJ 

O^V 

d^V 

! 

dV 

■ 1 z' q 

Oz^ 

A ^2 ^2 "T 

clp p 

dp 

- P 1 


De meme : 
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Ajoutons ces trois dernieres relations^ membre a membre; il 
vient : 

d^V 2 dV 


AV= 


dp^ 


P 


dp 


( 2 ) 


L’equation (1) devient done : 

d'V . 2 dV 


dp^ 


dp 


0 . 


Nous avons remplace I’equation aiix derivees partielles par unc 
equation difFerentielle lineaire du second ordre. Or nous con- 
naissons deux integrales particulieres de cettc equation ; cc 
sent : 

1 

et 


V=1 et V: 
L’integrale generale est done : 


( 3 ) 


V=A4- 


B 


A et B etant des constantes. 
Calculons A et B. 


M 


Au centre, le potentiel doit 6tre egal a — , car, dans I’in- 
tegrale C r est egal ii a, rayon du cercle. Done, pour 
p = 0, V doit se reduire a , ce qui exige que Ton ait : 


A 


M 


, B=.-0, 


et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point 

interieur et eo-al a , 

& a 

Voyons ce qui se passe pour un point exterieur a la sphere. 
En tout point exterieur, I’equation (2) est verifiee et le potentiel 
est encore de la forme (3), les constantes A et B n’ayant pas la 
m^nie valeur que dans le cas precedent. Calculons ces nouvelles 
valeurs; pour cela, remarqiions que, sip augmente indefiniment, 
on a : 


Lim pV=M, 
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ce qui exige que Ton ait : ' 

A = 0 
B = M 

et, par suite, 

■y 


-M. 

0 


12 . Potentiel logarithmique d’une circonference, ~ Soit uiie 
circonfereiice attirante homogene, clout le centre est ii I’origine 
cles coordonnees. Proposons-nous de calculer le potentiel loga- 
rithmicpe V en un point M de son plan. Remarqiions cj[ue V est 
line fonction de deux variables seulement, x et y, et qu’ii I’inte- 
rieur comnie a 1 exterieur de Itu circonfereiice, cette fonction 
satisfait a Tequation de Laplace : 


(^) 




Oy^ 


Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonfereiice etant 
liomogene, V ne depend que de la distance p du point attirant 
au centre. Nous pouvons alors transformer Pec^uation aux derivees 
partielles (4) en une equation difFerentielle lineaire et du second 
ordre. On a en efFet ; 


o-v 

Ox- 


i) 



• ^ 2 

x' + 

y^ 


ov 

dV 

X 


Ox ~ 


y’ 


OV 

_ dV 

y 


Oy ~ 

~ tip 

, 

r, 

\ 

'dv 


X 0 

VdV' 


P / 

p Ox 

\ dp , 

_ '' ' 

cPV 

— u 

dV / 



do-' ' 

dp ' 

\ P 


clV 0 
dp Ox 


d’oLi : 


O'V 

p- 



Of 

p' dp' 

dp 

Ip p-V’ 

O'V 

O'V 

d'V 

1, dV 

Ox' 

Oy' - 

■ tlp^ 

P tip 
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Tequation clifferentielle chercliee est done : 


d-^v 


1 dV 


dp'^ 


P dp 


0. 


On connaLt deux solutions particulieres de cette equation 

V=:i 


V = logp. 


L’integrale generale est done de la forme : 

(5) V = AH-B.log-^, 

qui est une eombinaison lineaire des deux preeeclentes. 

Calculons A et B pour un point interieur. 

All eentre, le potentiel est : 

y'log p'd^w = M. log 

a etant le rayon de la cireonferenee. L’expression (5) doit done 
r 

se reduire a M log pour p = 0. Ge qui exige que Ton ait : 


A=:M. 

^ a 

B=0. 


Le potentiel est done constant en tout point interieur et a pour 
valeur : 

V = Mlog^. • 


M a toujours la meme signifieation : e’est la masse totale de la 
eireonferenee. 

Passons au eas d’un point exterieur au eerele; nous nous 
appuierons, pour traiter ee eas, sur une propriete demontreo 
au paragraphe (8) : quand p augniente indefiniment, on a : 



i 

f 




Um{Y — Mlog-^ 


POTENTIEL LOGARITHMIQVE D’UNE CIRC 0 NF ERE N C E 2 3 

Done, quancl, clans la formule (5), on fait augmenter p inclefini- 
ment, V doit se recluire a 

Mlog-A, 

ce qui exige que Ton ait : 

A = 0, 

B=rM, 

et donne pour la valeur clu potentiel : 

V=:Mlog^. 

Tout so passe comme si la masse totale etait concentree au 
centre du cercle. 


13. — indiejuons encore une troisieme methode pour obtenir 
le potentiel newtonien crime sphere et le potentiel logarithmic[ue 
d’une circonference. 

Cette methode repose sur la propriete suivante : 

Soient une sphere de centre 0 (fig. 10), M un point cj[ui n’est 
pas sur la sphere, AB le cliametre issu de M, enfin M' le point 
qui sur AB est conjugue harmonique de M par rapport a A et B. 
Si M est exterieur, M' est interieur, et reciproquement ; de plus, 
si Ton pose : 

PM = r, PM'=:rfi 


P etant im point cjuelconcj;ue de la surface de la sphere, les 
triangles semblables 0PM et OPM^ clonnent la relation : 


r p 

= const. = —, 
r a 

cj[uancl le point P se cleplace sur la sphere. 

Cette propriete est vraie egalenient de la circonference do 
cercle. 

Cela pose, proposons-uous de calculer le potentiel newtonien 
cl’une surfiice sphericpie homogene. 
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Supposons qu’on connaisse la valeur constante 

M 

a 

clu poteBtiel a I’interieur; on pent en dediiire Fexpression du 
potentiel en un point exterieur quelconque M. Soient, en elFet, V le 



Fig. 10. 


potentiel cherclie en M et V' le potentiel au point M' conjugue 
de Mj on a : 



Or M' est interieur, done Y' = — j la relation (6) donne V : 

V — ~ ^ ^ ^ 

~ p a p ~y • 

Inversement : connaissant le potentiel a Fexterieur, on en 
deduit le potentiel ii Finterieur. 

Par le m6me precede, on pent trouver le potentiel logaritli- 
mique d’une circonference en un point exterieur, quand on le 
connait a Finterieur du cercle. Soil, en effet, M le point exterieur 
oil Fon veut calculer le potentiel V; soient M' le conjugue de M 
ct V' le potentiel en on a ; 

V=/logidB', V'=/logAds', 




attraction D’UNE DROITE HOMOGENE aS 

ds' etant Telement d’arc de la circonference donl la density est 
supposee egale al’iinite. On a : 



done : 


V — V^=J^log -^ds' == J log ^-ds' 

= Mlog— . 

? 

V^ = Mlog-^; 

V = M log 


14. Attraction d’xme droite liomogene sur un point exterieur. — 
Soit une droite attirante AB, liomogene, 
de densite (fig. 11). Supposons d’abord 
cette droite limitee aux points A et B et 
proposons-nous de calculer le potentiel 
newtonien de cette droite en un point M 
exterieur. 

Prenons la droite AB pour axe des z et 
clioisissons I’origine 0 entre les points A 
et B. Soient Q la projection du point M 
sur la droite, P un element de longueur 
de celle-ci, ds' la longueur de cet ele- 
ment; enfin appelons x, y, z les coordon- 
nees du point M, x', y', z' celles du point 
P, et r la distance MP. On a : 

x' = 0, / = 0, ds' = 

MQ=: y^X^-f-y^, 

1’= \/x" — f- y^ — |— (z'' — 



: dz', 


MQ = p, 
OA = a, 
OB = — b ; 


Posons en outre : 
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‘i6 

a et b sont cles qiiantites positives si la direction de I’axe des z 
est celle du segment BA. 

Le potentiel eii M a pour expression : 



'dz' 


\/ x“ — 1 — y“ — I — ^z — z^ 


La valeur de I’integrale indefinie est : 

[A log I ( 7 / — z) -|- ^/x'^ -|- y" -)- (z^ — z)']. 
= H-'log[W— MP]. 


Remarqiions que MP est essentiellement positif an lien que PQ 
est done de signe. 

L’integrale defmie V a pour valeur : 


V 


= [L. log 


QA + MA 
QB-f-MB ’ 


ee qui pent s’ecrire : 


V = [P. log 


MA+QA. 


g'. log 


(QA + MA) (MB + BQ) 


MB — BQ 
\>- log (QA + MA) + p/ log (MB 


BQ) 


mil — BQ- 
- [P log [MlP 


BQ- 


\jJ log (QA. 


log (MB + BQ) — iL log MQL 


Supposons la droite tres longue, c’est-a-dire a et b tres grands, 
inais X, y, z finis. Nous pourrons negliger des quotients tels 
que : 


La sonime QA+MA est alors tres voisine de 2a j en effet : 

QA + AIA = 2 OA + (MA — OA) + (QA — OA). 

II suflit de montrer que I’erreur relative commise en. negligeanl 
les difPerences (MA — OA.) et (QA — OA) est tres petite. Voyons 
d’abord la seconde difference QA — -0 A ; on a : 

QA-OA = -OQ; 
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I’erreur relative commise eii la negligeant est : 

OQ z 
OA ~ a ’ 

qiii est negligeable en vertu cle la remarqiie precedente. Voyoiis 
maiiitenant la cleuxieme difference MA^ — OA. Le triangle MQA 
donne : 

MA<MQ + QA, 

done : 

1 MA — OA I < 1 MQ + QA — OA I , 

on : 

I MA — OA I < I MQ — OQ I ; 


Ferreur relative est done negligeable, puisque MQ et OQsonl 
finis et de For dr e de x, y, z. 

Bref, la somme QA+AIA est tres voisine de 2a; la soinme 
QB-j-MB est de m6nie tres voisine de 2b. On pent done 
ecrire : 




2 log 


V = p/ [log 2a + log 2b 

= p/ [log 4ab — 2 log p] 

2 


2 log p; 


2 p/ log 


P 


en posant 


Vab. 


2M , , ro 

a-4-b p 


Quant a Fattraction, elle a pour expression -A — . 

<1 ■ j J3 p 

Ainsi le potentiel newtonien d’une droite tres longue est le 
m6me que le potentiel logaritlimique d’lin point situe en Q. 
Cela cesse d’etre vrai si le point M s’eloigne indefiniment, car 

dans ce cas on ne peut plus negliger les quotients — , .^,...etc. 

Cela explique un paradoxe ; un potentiel newtonien identique ii 
un potentiel logaritlimique semble un resultat contradictoire, 
car a Finfmi le premier s’annule, tandis que le second est infini. 
Dans Fexemple precedent, nous avoirs vu que cette identite n’a 
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lieu que pour des points situes ii une petite distance de la droite 
attirante, distance negligeable devant leurs distances aux extre- 
inites de la droite. 

Reraarquons encore que I’expression de V ne depend que de 
p = y'x'- -|- et non de z; cela veut dire que, quand z varie 
seul, V varie tres lentement ; il faut se souvenir, en efFet, que la 
formule (i) n’est qu’approximative. 

Faisons une derniere remarque ; nous avons trouve 

I’o = 2 a y' h ; 

il semble que V depende du choix de I’origine; mais, si Fon 
prend deux origines 0 et 0^ ii distance fmie I’line de Tautre, 
rexpression de V change tres pen. 

15. Potentiel newtonien d’un cylindre. — Soit(fig. 12) un cylin- 
dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons 
Taxe des z parallele aux generatrices. Supposons ce cylindre 
rempli de inatiere attirante et limite ii deux sections droites dont 
les cotes sont : 

z' = a, , 

z' = — h. 

Proposons-nous de calculer le potentiel newtonien de ce 
cylindre en un point M dont la distance au cylindre est negli- 
geable devant aetb; nous effectuerons le calcul dans I’liypothese 
ou la densite p' de la matiere attirante en un point Q depend 
seulement des deux premieres coordonnees x' et y' de Q et non 
de la troisieine coordonnee zF 

Tracons la section droite S qui passe par M et decomposons 
I’aire S en elements dto', puis decoupons le cylindre en une 
infinite de cylindres elementaires paralleles a OZ ayant respecti- 
vement pour bases les elements doF de S. 

Un cylindre eleinentaire est assimilable a une droite attirante 
dont la densite lineaire serait p'du)'; soit C Pun des cylindres j il 
perce la section S en Q; son potentiel en M est : 

2p.W. log-^, 

en posant MQ = r (voir § 14) et r^ = 2 /alx 
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Le potentiel du cylindre total e'ri M est done : 


29 


Y =J' 2 u/dw'. log 


1 integrale etant etendne a tons les elements doj' de la section 
droite S. Le calcul du potentiel ne^ytonien clierche est done 
ramene a celui du potentiel logaritlimique de la section droite 
qui passe par M. On ramene de meme le potentiel newtonien 
dune surfaee cylindrique au potentiel logaritlimique du contour 
de la section droite. 



Fig. 12. 


Fig. i3, 


16. Cas du cylindre de revolution. — 1° Surface cylindrique. 
— Les considerations precedentes nous permettent de calculer le 
potentiel newtonien d’une surface cylindrique (fig. 13) homo- 
gene de revolution. Ce potentiel se ramene au potentiel loga- 
ritlimique de la section droite qui passe par le point attire M, 
c’est-a-dire au potentiel logaritlimique d’une circonference. On 
voit sans peine que le potentiel newtonien clierche est : 


Y=2^j cW. log-^, 


tr o ! 
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0 (leslgnant la distance du point M a I’axe et ayant la signifi- 
cation habitiielle ‘X \/ab. On pent done ecrire : 

V=21og-^ JlK'ds'-, 

dans CCS deux expressions, ds' est releraent d’arc de la circonle- 
rcnce. SiL estla longueur de la circonference, M la masse totale 
do la surface cylindrique, a et — b les cotes des bases, on a : 


M 

S 


M 


L(a + b) ’ 


d’oii 


done on a 


j a'ds' = ds' = [j/.L 


M 


b ’ 


Y =: 2 log' 


M 


P 


b ’ 


on en conclut sans peine rattraction en prenant la deriv(5e. 
Tout se passe conime si la masse attirante etait concentree 
sur I’axe du cylindre. On voit de m6me sans dilliculte qu’ii I’in- 
terieur le potentiel est constant et egal a : 

0 1 


ll designant le rayon de cylindre. Quant a rattraction," elle est 
uulle. 

Tout cela suppose le cylindre infmiment allonge. 

Volume cylindrique . — Le calcul est encore tres simple; 
on partage le volume en couches cylindriques tres minces, con- 
centriques et assimilables a des surfaces cylindriques attirantes ; 
on est ainsi ramene au cas precedent. 

En un point exterieur Tattraction et le potentiel dependent de 
p seulement; ils ont la m6me valeur que si toute la masse etait 
condensee sur I’axe., 

En un point interieur, les clioses se passent differemment ; le 
resultat se deduit de la consideration du cas suivant. 

3° Afasse aUirante comj)?'ise enlre deux cylindres concen- 
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iriques. — Nous supposons que la clifFerence cles deux rayons 
Lst line quantite finie. En un point M exterieur an plus grand 
cylindre (fig. 14), le potentiel est, eoinnie Tattraction, iine fonction 
de p seulement; tout se passe done comme si la masse etait con- 
densee sur I’axe ; le raisonnement est le meine que dans le cas 
precedent : on decompose la masse attirante en une infinite de 
couches cylindriques, concentriques, assimilables a des surfaces. 




En tout point Mj interieur a la cavlte, le potentiel est constant 
ct 1 attraction nulle, cartons les points sont interieurs a toutes 
les couches cylindriques. 

Si done (fig. 15) nous voulons evaluer le potentiel et I’attrac- 
tion en un point M interieur a im cylindre plein, nous decompo- 
seions ce volume en deux parties : 1*^ un cylindre concentrique au 
premier et passant parle point M; 2“ le reste du volume, c’est-ii- 
diie la portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en 
M est la somme des potentiels de ces deux volumes et I’at- 
ti action se reduit a celle dii cylindre interieur. Le raisonnement 
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est exactement le m6me que celui que nous avons fait (§ 10) pour 
une sphere pleine. 

n. Potentiel newtonien d’une circonference. — Proposons- 
nous de calculer le potentiel newtonien d’une circonference en 
nil point quelconque M de I’espace. 

Representons (fig. 16) la circonference G en perspective. Soient 
OZ I’axe de cette circonference, P un point de celle-ci, r sa dis- 
tance an point M. ds' un element d’arc de G ; le potentiel V en M 
est : 



Si nous siipposons la circonference liomogene, la densite [P 
est constante et Ton pent ecrire : 



Fig. i6. 


OQ, cette droite coupe la circonference en deux points A et B ; 
enfin menons les droites MA et MB et posons : 

OP = a; OQ=p; MP = r; 

et appelons to Tangle POQ (fig. 16). 
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On a 

cls'=:aclw, 

M -|~ (|'a — p)^ > 

MB' = z'+(a+p)% 

= ap cos CO, 

r- = MQ--|- PQ-2 =z^ a^ -|- p^ — 2 ap cos co. 
pent encore s’ecrire cle la maniere suivante : 


— ( z® -p- a^ + p^ ) ( cos^ ~ -j- sin® -^ ( — 2 


r t sm 


z® + (a — p)2 


cos® -TT — p- 


z® -1— (a-f- p)® 


sin 


2 ■ 


to 


= MA®cos®-^+MB®sm® ^ 
Le potentiel prend done la forme : 


V==,a^ 


ad(o 


\/ 


MA®cos® --+ AlB®sin® ~ 


Or, si Ton designe par M la masse attirante totale, on a 

M= 2 'n:a[j.'; 


done : 


I \1 


dto 


2 TT \/ M A® cos® — H- MB® sin® 


On pent done poser, 
et si Ton pose en outre : 

on pent ecrire : 

cp (MA, AIB) = 2 


V = 'p(MA, MB), 


CO 


dW 


2 7c \y MA® cos® W H- MB® sin® W 


POINCARE. Potent. Newt. 


3 
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Enfin remarqiions que la fonction sous le signe j est une 
fonction periodique et que Ton a, par suite. 



La fonction 'j(MA, MB) prend la forme suivante : 



d^F 


•y/ MA'^ cos' W H- MB'^ siiE W 


C’est cette integrale qu’il s’agit de calculer ; nous y parvien- 
drons en demontrant trois proprietes importantes de la fonc- 
tion cp. 

La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute 
entrc elles les valeur s de MA et MB. On le voit, en changeant 


¥ en ¥ — et en remarquant que : 



on a done : ' 

cp(MA, MB) =:cp (MB, MA). 

2" Supposons MB = MA; on a : 

^2. d¥ i d¥ i 

.^{MA,MA)=| -jaar^Mri 

3" cp(MA,ArB) est liomogene en MA et MB et de degre — :L 
L’expression : 

MAcp(MA,MB) 

est done homogene et de degre 0 et, par suite, no depend quo 

, MB 

du rapport 

Soient alors (fig. 17) deux points R et 1¥, situes sur AB et 
conjugues harmoniques par rapport a A et B; tracons, sur RR' 
comme diametre, la circonference dont le plan est perpendi- 
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culaire sui- celui cle C. Pour tons les points M de C , le rapport 
MA. , . ^ ^ 

le memo et Fexpression 


AIAcp(MA, AIB), 

a la niAme valour qu’au point R'. On pout done, du potentiel 
on IV, conclure le potentiel en un point quelconque de C^ et, par 



consequent, si 1 on connait le potentiel en tous les points du plan 
du cercle C qui sont interieurs a sa circonrerence, on connaitra 
sans peine le potentiel en un point quelconque de Fespace. 

18. Toute la question est done rainenee an calcul du poten- 



Fig. 1 8 . 


tiel en an point situe dans le plan du cercle C aFinterieur de sa 
circonference. 

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18). Soit M un 
point mterieur quelconque ; menons le diamotre AB passant par 
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ce point. Soit, en outre, P un point cle la circonference et P un 
point Infiniment voisin. Posons : 

OM=p, PM = r, PP' = cls', 

OA = OB = OP =:0P'= a, angleMP0 = 9, 
angle PMO = W, angle P'MP = dW . 

Enfin, prenons pour unite cle masse la masse totale M. On 
aura : ^ 

]M = 1 et A= -,) , '• 

Ucl 

Projetons le point P' sur MP en II ; on a : 

P'H = PP' cos PPH = cls'cos e . 


Mais on a aussi : 


Pq-I = P'M sin(cPF)=rcPF 


On en conclut 


-cPF = els' cos 9. 


Le poten tiel V, c[ui a pour expression s’ecrire : 

^ — cos9 ■ 

Le triangle 0PM clonne d’ailleurs la relation : 


sin 9 = -1- sin W ; 
a 


d’ou : 


cos 9 = /a^ — p^sin’"^ W 


Le potentiel V prend la forme suivante : 
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qu’on peut ecrire : 


V: 


ou enfin : 


V: 


" 

2 Tc / a^(sin'^ + cos'*^ — p* siii^ W ’ 

cl¥ 

2 Tt \/^^ cos^ w + (a'-^ — p2] siii^ W ' 


^ On peut done poser, en se souvenant de la definition de la fonc- 
tion ca : 

i 

Or, on a vu c|ue : 


V — ',p(MA, MB) = '^ (a — p, a + p). 

Done : 

cp(a — p,a + p)=cp[a, — p2 


Remarqiions qiie a est la moyenne arithmetique des deux quan- 
tites a p et a + p et qiie \/a^ — p^ en est la moyenne geome- 
trique j on peut done ecrire en general : 


en posant : 


? h) = cp (a,, b^) = ... etc. 


a + b 
2 ’ 
+b, 


bi= 

h = \/a^bj, 


etc. 


etc. 


C’est laune propriete fondamentale de la fonction cp. 

Remarquons que la moyenne geometrique est toujours infe- 
rieure a la moyenne arithmetique. Or, supposons a>b, ee qui 
est toujours possible, puisqu’on peut intervertir ces deux quan- 
tites sans changer la valeur de cp • nous aurons : 

a — b>a, — b,>a, — b,> 


etc. ; 
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Les differences On — b„ climiniient quand n augmeiite. Je dis 
qii’elles tendent vers 0. En effet, on a : 

— bj<aj — b puisque bj > b; 


done : 


de meme 


et 


, a — 1) 

•b — lb<— T“- 




‘bi 


a ]) 

Tn • 


Ainsi la difference a^ — b^ tend vers 0 quand n augmente inde- 
finiment ; d’ailleurs, il est evident qiie les b croissent constam- 
ment et que les a decroissent; done a„ et b„ ojit line limite 
commune a ; on Tappelle moymne arilkmeiico-geometrique dcs 
deux quantites a et b. De I’existence de cette limite, on conclut 
que, si a designe la moyenne arithmetico-geometrique de MA 
et MB, on a : 

» (MA, MB) = -i. 

L analyse qui precede est due a Gauss. Elle donne, pour la 
valeur du potentiel V au point M : 


si la masse attirante totale est prise pour unite ; mais, si cette 
masse est exprimee a Faide d’une unite arbitraire et si M est sa 
valeur, on a : 


d oil la regie suivante ; on considere la plus grande et la plus 
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courte distance du point M a la circonference ; on cherclie la 
moyenne aritlimetico-geometrique de ces deux nombres. Le po- 
tentiel en M estle quotient de la masse totale par cette moyenne. 

19. Formule de Green. — Revenons a la theorie generale du 
jmtentiel. Commencons par etablir quelques formules dont nous 
ierons un frequent usage dans la suite. 

Soit un volume T limite par une surface fermee S ; designons 
par a, [3, y les cosinus directeurs de la normale exterieure a la 
surface S. Soit F une fonction quelconque de x, y, z continue 
ainsi que ses derivees partielles du premier ordre dans le vo- 
lume T ; soient enfm ch un element infinitesimal de T et dco un 
element de la surface S. On a les formules suivantes : 

y’^dx^j'aFdco 


les integrales triples etant etendues au volume T et les inte- 
grales doubles a la surface S. Chacune de ces formules se de- 
niontie sans peine a 1 aide d une integration par parties. 

Soient maintenant deux fonctions Uj et assujetties aux 
memes conditions de continuite que F. 

Posons 

F = U,V, 

La premiere des trois formules precedentes nous donne : 



Ox / 


dx =: 



OU 




V, 


ov 

Ox 


Posons enfin : 


4o 

il vient : 
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r,T i’-v , r „ , />iiv ou, , 

J ''"=j IT -j -sritr 


Les deux autres formules (1) nous donnent de m6me : 

Ajoutons membre a membre ces trois dernieres relations 


-T(^ 

au,, 

av 

au, 

av auA 

J. \0x 

ax ' 

ay 


az az J 

Si Ton pose pour 

abreger 

: 




5V 




i)V 


T' 


dV dV 


5V OU, 


5x ' Dy ' ' bz dn 

3V tW, . dV (lU^ V' (IV DUi 


dx 5x 


ay ay 


V au^ _Y aUi 

z az ~2j ax ax ' 


on aura 




AVd': 


dV 

U,-^dco 
‘ dn 




formule bien connue sous le nom de foi-mtde de Green. 

On la met souvent sous line forme plus symetrique ; on a, en 
efiacant les indices : 


rv— 

J ZmA ax ax 


dt =^*0 do, — r UiVck ; 


mais, en vertii de la symetrie des termes sous le signe j dans 
le premier membre, on a egalement : 


FORMULE DE GREEN 4i 

Retraiichons membre a membre ces deux derniercs relations : 

/(Uiv-VAU)d.=/(uiI^v4^)d,o. 

Les fonctions U etV doivent 6tre finies, continues et admettre 
des derivees premieres continues et egalement finies. Elies doi- 
vent avoir, en outre, des derivees secondes finies et integrables ,• 
les discontinuites de ces derivees, s’il j en a, doivent se trouver 
sur une surface algebrique. 

Les theoremes sont encore vrais pour des aires planes limi- 
tees par des contours fermes. On les exprinie de m6me, en rem- 
placant les elements de volume dr par des elements de surfi\ce 
et les elements de surface dtn par des elements du contour envi- 
sagf§ ; les integrales triples deviennent doubles; les doubles 
deviennent simples. 


20. Replacons-nous dans I’espace a trois dimensions et fai- 
sons U=:l dans la formule de Green; elle deviendra : 


/AVck=/. 


dV 


do 


cl Cl). 


Faisons maintenant U=V, au lieu de U = 1 ; la formule de 
Green clonnera : 


UAUdv: 


’U — do) 
dn 


-!m) 




Si, en outre, U satislait a I’ecpiation de Laplace AU == 0, on 
obtiendra finalement ; 




ce qiii nous montre cpie 1 integraley U-i|Hdo) est positive. Ces 
formules seront utilisees clans la suite. 

Tons les theoremes que nous venons de clemontrer s’appli- 
cjuent a des volumes connexes, cpiel que soit leur ordre de con- 
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nexion ; ils s’appliquent, par exemple, a un volume doublement 
connexe comme celuiquiest compris entre deux spheres concen- 
tricpies ; mais, eii appliquant les formules, il faut bien prendre 
garde au sens de la normale exterieure ; dans I’exemple cite, le 
volume est limite par les surfaces des deux spheres et les inte- 
grales de surface doivent 6tre etendues aux surfaces de ces deux 
spheres ; le sens de la normale exterieure sur la grande sphere 
est celui de la portion de normale qui sort de la sphere ; an con- 
traire, sur la surlace de ,1a petite sphere, la normale exterieure 
au volume T est dirigee vers I’interieur de la cavite, car c’est la 
direction dans lacjuelle on sort du volume T considere. 


21. — Comme application des considerations precedentes, 
prenons pour volume T le volume compris entre line sphere S 
de rayon a et une sphere S' concentrique ii la precedente et de 
rayon p > a. 

Ecrivons la lormule de Green dans ce cas : 


(J-) 


/uAVch+Z^ 


ou ov 

Ox 5x 




L’integrale du deuxieme membre est etendue a chacune des 

clV 

deux sjiheres S et S' ; mais-^j~ est, d’apres ce qlie nous avons 

dit, la derivee suivant la normale exterieure a S' et la derivee 
suivant la normale interieure ii S. Si nous prenons ces derivees 
suivant les normales exterieures, dans les deux cas nous ecrirons ; 



la premiere iiitegrale du deuxieme membre etant etendue a la 
surlace S' et la deuxieme a la surface S. 

Supposons que, si p augmente indefinimcnt, I’integrale, 



tende vers zero. Alors I’egalite (1) se reduira a : 


UAYcb 


-/E 


5U OV 
Ox Ox 



do. 
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Cette circonstance se presente qiiancl les fonctions U et V sent 
des potentiels diis, le premier a une masse M, !’ autre a Line masse 
iVC, repandues dans des volumes, sur des surfaces on des ligncs, 
mais contenues Tune et Tautre a Tinterieur de S. 

Montrons, en eflet, que, dans ce cas, 



tend vers zero. 

Pour cela, considerons la mjisse attirante totale M qui donne 
lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il pent y avoir des 
masses positives et des masses negatives ; appelons M, la somme 
des premieres et — la somme des secondes ; on a : 


M = — M,. 

Separons, de m6me, dans la masse totale M' qui correspond iiY, 
les masses positives des negatives : 

= — MV ■ ■ 

Soit, maintenant, P un point de la sphere S'; on a en ce point : 

U I < , 


£V 

dll 


< 


p~a 
(p — aP 


d’oii : 


et, par suite, 


U 


dV 


civ 

dll 




< 


< 


(m^ + mv(m, + mv 

(p — aV 

(M', + MV (M. + M,) 

(p — a)^* 


4 TTp''^. 
dV 


Cette inegalite montre bien c^ue Pintegrale y 
zero c|uand p aiigmente indefininient. 


22. Polynomes de Legendre. — Soit V un potentiel du a des 
masses attirantes cj[uelconcjues. 
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Je suppose Torigine cles coordonnees e.ri:e7’ie?/7*e a ces masses ; 
oil peut done tracer, autour de Torigine prise conime centre, une 
sphere 2 tout entiere exterieure aux masses agissantes. Nous 
nous proposons de deniontrer la proposition suivante : 

En tout point siiue a V inter ieiir de la sphere '2., la fojiction V 
est deoeloppable en serie de polynomes homogenes en x, ij, z. 

Cette demonstration repose sur le developpenient de I’expres- 
slon 


\/l — 2 p cos Y + p''^ 

suivant les puissances croissantes de p. Gommencons done par 
elFectuer ce developpement. 

II sera de la forme : 


(1) 


A=SP,p". 


Or, on a : 

1 — 2 p cos Y 4- (1 — pe‘r)(l — pe-‘v), 

d’oii : 

_ i. 

A = (1 — pe*4 (^1 — pe“'4 
De plus on a, si I p I est inferieur ii 1 : 

( 2 ) 


(1 p) ’ — l-|__p-(- p'- 


2.4.... 2n P +■ 


Tons les coelTicients de ce developpement sont reels et posi- 
tifs. On a en outre : 


(1 — pe*r)' 


. i 

1 H — ^ pe*! -|- . 


_ _i_ \ 

(1 'pe ‘ij 2 ^ _j _pg— 


1.3....(2n~l) 
2.4.. ..2n 

1.3 (2n — 1) 


p"iY4-. 


2,4..7:^p-''+' 


Ges developpements resultent du developpement (2), car, si |p | 
est egal a 1, | pe'"*’ | est aussi egal a 1. De plus, ces trois series 
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sont absolument coiivergentes ; on pent multiplier les deux der- 
nier es membre a membre et ecrire 


(1 — 2 p cos y-f- 




,pa„eir("-Pi p>'+P: 


en posant 

(3) 


■3 (2p- 

2.4 2 


Comparons les formules (1) et (3); ou en tire ; 

Pn+p =^a„ape’r("-P) • 

1e signe S portant sur I’ensemble des termes pour lesquels la 
somme n-f-p a la m6rae valeur. 

Les a etant reels et positifs, le maximum de a lieu 
pour y == 0 ; on en conclut : 



Or faisons y = 0 dans Texpression de A ; il vient : 


A 



On a done : 


l + P + P^ + p'H- + p"+. 



le signe S portant comme plus haut sur I’ensemble des termes 
tels que n -|- p = G‘®. Bref on a : 



Tegalite ayant lieu pour y = 0. 

Cela pose, supposons p > 0; la serie 
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est convergente pour 1 p 1 < |. Calculous I’erreur commise cpiaud 
on arrete le cleveloppement au (n 1)« terme ; posons : 

^ — + Pap'-f- H- PnP" + R„; 

I’erreur cherchec est moindre que jRn[ ; or : 

I Pn I <P‘'"^+P’'"^+ , 

c’est-a-dire : 


Les coellicients P soiit des polynoraes entiers en cosy; leur 
degr6 est egal ii leur indice ; P„ est de degre n. Ces polynoines 
sont connus sous le nom de polynoines de Legendre. 

Les polynomes de Legendre sont alter nativement pairs et 
impairs en cosy. Pour le voir, il siifllt de changer, dans A, y en 
y -h 7c et p en — p ; A ne change pas et, par suite, un terme 



quelconque P„p" de la serie reste le menie; done ne doit pas 
changer de signe et, par consequent, doit etre pair, si n est pair ; 
il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, etre impair 
en cos y, si n est impair. 

23. Developpement du potentiel newtonien en serie de poly- 
nomes splieriques. — Les considerations qui precedent vont trou- 
'vei leur application dans I’etude du potentiel newtonien. 
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Soil T un volume attirant et 0 I’origine cles coordonnees, sup- 
posee exterieure a ce volume ; on peut tracer une sjoliere ayant 
le point 0 pour centre et tout entiere exterieure a T (fig. 19). 

Soient, en outre, P un point attirant quelconque clu volume T 
et M un point situe a I’interieur cle la sphere. Appelons x, y, z 
les coordonnees rectilignes et p, Q,cp les coordonnees polaires deM ; 
^ > y } ^ efcp,G,cp les coordonnees rectilignes et les coordon- 
nees polaires cle P ; enfin r la distance MP et v I’angleMOP. On 
a les relations suivantes : 

r“ = (x x)- -f- (y' — y)"+ (/-' — z)^= p'- — 2 pp' cos y + p", 
cos y = cos Q cos Q'-j- sin 0 sin 9' cos (cp — o/'), 

.. p ' ZZUZZ X*" • — I™" V " “ [ • Z" ^ 

p'^ = x'^H-/^ + z'S 
pp'cosy=.-xx'+yy+z7/. 

Le potentiel newtonien Y en M a pour expression : 



c’est une fonction cles coordonnees p, 9 et cp cle M ; proposons- 
nous cle developper cette fonction suivant les puissances crois- 
santes cle p ; on a : 


fp'" 2 po' cos Y-f-O-'l - = 


V I I 


i ^ r ; 


1 — 2 cos r 


y+^^ 

Reportons-nous au cleveloppement clu paragraphe precedent ; 
on peut ecrire ; 




i=y.+p,yr+ + Pn-^ 


/u+l J 


R„ 


et Ton a : 


Rn 


< 
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c’est-a-clire : 

R., I <i 

' P 



Si a designe le rayon de la sphere, on pent tonjoiirs construire 
une autre sphere de rayon sa, e etant < 1, telle que le point M 
soit a son interieur. On aura : 


et, par suite, 


p < ea < a < p' 



gii+i 

(r=:iyr- 


On Yoit que R„ tend vers 0 quand n augmente indefmiment 
quelles que soient les positions du point P a I’interieur du 
volume T et du point M a I’interieur de la sphere de rayon sa. 
La serie (1) est done unirormement convergente dans ces con- 
ditions et Ton pent I’integrer ternie li terme. On a par suite : 



Considerons P^p" ; c’est un polynome entier homogene et de 
degre n en x, y, z. En diet, d’apres ce que nous avons dit au 
paragraj)he precedent, P„ est un polynome entier et de degre n 
en cosy- ‘ 

Or on a 

xd + y/H-zd _ xx^ + y/H-zd _ 

PP' pVx2 + y'4-z^ ’ 

de plus, Pjp est pair en cos y et P,p + , est impair; P,p est done 
entier et de degre n par rapport a 

(xx^H-yy + zzO^- 
x“ — j~ y^ ~(~ z^ 


et p ^ Pgp est entier, homogene et de degre p par rapport a 
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(xx^+ yy' + zz')' el X- + y> -|- z“ et, par suite, entier, homogene 
et de degre 2 p par rapport i, x, y, z. Quant a P„ , „ il est entier 
et de degre 2 p -|- 1 par rapport a : 


xx^ — |— jj' - 4 “ 7.7J 

il est done egal an produit de cette expression par iin polynome 
entier et de degre p par rapport a 

(xx^+yy+zzQ^ 

X"— j— y— j— z^ ’ 


enfm le produit P,p + i p^p + i ne contient plus de radical et est 
liomoghie et de degre 2p 4 - 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit 
la parite de n, l^p'-est un polynome entier, liomogene et de 
degre n en x, y, z. 

Si 1 on considere alors le terme general de la serie (2) 



./a+l 


cV, 


on volt que ce terme est aussi un polynome entier en x, y, z, 
homogene et de degre n. ’ 

On demontre en outre que ces polynomes X„ satis font a I’equa- 
tion de Laplace 

AX„ = 0. . 


Ce sont des polynomes spherupues, car on appelle, en general, 
de ce nom des polynomes homogenes en x, y, z satishiisant ii 
1 equation de Laplace. Le potentiel V est ainsi developpe en 
serie de la forme 


+• • • • •+ -)- 

le polenliel newlon^eii est deoeloppable en serie de poly- 
nomes spheriques auiour de Vorigine, quand Vorigine est exte- 
rieure aux masses agissantes. 

Dans ce ddveloppement, les termes de meme degre sont grou- 
pes ensemble; si Ton essayait de les grouper autrement, la serie 
pourrait cesser d’etre convergente. 

G’est la un fait general pour les series qui ne sont pas absolu- 
poincare. Potent. Newt. , 
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:jO 

ment convergentes ; on ne pent pas modifier arbitrairement 
I’ordre des ternies. En voici un exemple simple; la serie sui- 
vaiite de polynomes liomogenes : 

1 -t- (x -|— iy) -\r (^x -j— iy^^ -f- -f- (x -j- iy)" + , 

oil Foil suppose 

1 X + iy I < i, 


est convergente et a pour somme 

1 

i — (x -f- iyj 


eu la cousideraut comme developpee a la fois suivaut les puis- 
sances de X et de y. 

Elle u’est pas absolument convergente, dans tons les cas oil elle 
converge. Groupons, en eflet, les tenues dans nn autre ordre; 
par exemple, effectuons les puissances indiquees et separons 
les termes ; considerons le terme 


x".(iy)”. 


2 n! 
n ! 11 ! ' 


Quand n augmente indefiniment, la valeur asymptotique du 
module de ce terme est : 

(2n)^“. e-^" .y/^i ^ ^ 

11^ " . e ^ " t/ 

()u, en supposant x=y: 

iMi!. 

s/rtn 

ce terme ne pent tendre vers zero que si Ton a : 

i 

X <— • 

Si done le module de x est superieur ii -^5 le nouveau deve- 

loppenient est certainement divergent, alors que le premier est 
encoim convergent pour toutes les valeurs de .x inferieures 
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line pareille circonstance ne se presente pas pour les series 
a termes positifs. . 

24. Developpement du potentielnewtoniensuivant les puissances 
entieres de x, y^z. Revenons an potentiel. Nous avons demon- 
tre que le potentiel newtonien est developpable en serie de poly- 
nonies splieriques autour de I’origine, quand celle-ci est ext^- 
rieure aiix masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la 
meme hypothese, la fonction V est holomorphe an voisinage de 
loiigine, c est-a-dire que, dans une sphere assez petite ayant 
pour centre lorigine, elle est developpable en serie de la forme 


2 Ax"‘y"7/ , 


m,n,p etant des nombres entiers positifs pouvant prendre toutes 
les valeurs entieres de zero a I’infini. 

Pour le voir, rappelons que Ton a : 

r^ = p'^ — 2 pp' cos Y -h p'^ 

~x^-h j’ + — (2 xx' + 2 yy' -f- 2 zz') -j- x'- -j- y^^ 4- z'- 

et posons : 

2 xx' -)- 2 yy^ -|- 2 zz' x^ z“ 

On a, en comparant r® et X : 

r^=p-(i-X), 


d’oh : 


1 1 1 


^ (J-xd 

_ L 

Developpons(l — X) 2 j on a : 

_ 1 

^0 “R ‘h^ ‘fiX" + , 

ct, par consequent, 

;i) X = a, + a,X + oi,V+ + »;.X"+ 


Dans cette serie, les coefficients a sont tous> 0 . 
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DEVGloppons iiiciintGiiftnt X. gii sgtig Giiticro j nous soniuiGs 
ainsi conduits, cii transformant la relation (1), a representer - par 
une serie de la forme 



et a representer Y par la serie suivante 



( 2 ) 


Ce developpement est-il convergent et represente-t-il bien la 
foiiction V? Nous allons le demontrer en prouvant cpie ce deve- 
loppement 

est une serie absolument et uniformement convergente. 

A cet effet, posons : 



en appelant x„y„z„ les modules de x,y et z, et considerons le 
developpement suivant 


p' ^o) * — + Ct,X, . 

= 2A,x:y;zJ. 

Etudions la serie 

Comparons d’abord les coefficients A„ aux coeffioients corres- 
pondants A. 

Tous les coefficients Xo sont positifsj tousles a le sontaussi: 
cone tons les termes du developpement (3) sont positifs, et par 
suite, les A„ le sont egalement. Considerons, en outre, deux puis- 
sances egales de X et X„ : X'' et X„Y cbac|ue terme de X;i est plus 
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petit en module que le terme correspondant cle X,,'' ; on en con- 
clut rinegalite suivante : 

A„>|A|. 

Celapose, reprenons la serie (b) ; dans quel cas converge-t-elle? 
Elle convergera, si Ton a : 

x„<i, 

comme on le voit en se reportant aux egalites (3). 

Pour que soit plus petit que 1, il suffit que Ton ait : 

2 p'(xQH-5'-g + Zo)H-p^<p'^; 

or on a : 

0 I 0 I 0 9 

^0 +yo = 

on a done aussi : 

1 ^o + Yo + Zo 1 

et la condition (4) sera remplie si Ton a : 

2 p'pt/r+ ?■'<?'*, 

ou bien 

(p + ?'^3)*-3p'-<p«, 

c’est-ii-dire 

, (p -f- p Vd )^ < 4 p^^, 

c’est-ii-dire enfin : 

P<P'(2-k/3), 

et, a fortiori, si Ton a : 

p<a(2-v/3), 

a designant comme au paragraplie precedent le rayon d’une 
sphere fixe, ayant Forigine pour centre, tracee de maniere a lais- 
ser a son exterieur toutes les masses agissantes, enfin contenant 
le point M ou Ton etudie le developpement du potentiel. 

Supposons done cette condition remplie ; alors X^ est inferieur 
il 1; la serie (b) converge. Considerons maintenant la serie sui- 
vante (c) 

Cl 
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oil desigiie iin nombre positiF superieur .a |p[; cette serle 
converge comme la serie (b). Enfin comparons notre serie (c) it 
la serie etudiee (a). Tons les termes de (a) sont inferieurs en module 
a ceiixde (c) ; or (c) t^st une serie a termes positifs et elle converge ; 
done (a) est absolument convergente. 

La relation (2) est done justifiee. 

Ainsi le potentiel newtonien est developpable autour de I’ori- 
gine en serie entiere procedant suivant les puissances de x, y, z. 

On peut efFectuer, de meme, le developpement an voisinage 
d’un point quelconque (x„ z„) exterieur aux masses; le deve- 

loppement procede alors suivant les puissances de x — Xi,, 

y— yo.z— z„. 

On peut done enoncer en general le theoreme suivant : an 
aoisinage d’an point y^, zj exterieur aux masses agissantes, 
le potentiel newtonien est une fonction holomorphey c’est-d~dire 
developpable en serie entiere procedant suivant les puissances 
croissantes de x — ,r„, y — z — 

La demonstration n’a ete faite ejue pour un volume attirant; 
elle s’applique eyiclemment sans modification au cas d’une dis- 
tribution quelconque de masses. 


25. Autre developpement en serie du potentiel newtonien, — 
Gonsiderons maintenant (fig. 20) un volume attirant T et un 
point M extcL'ieur ii ce volume, situe de telle sorte qu’on puisse 
tracer une sphere S contenant le volume T tout entier, mais lais- 
sant le point M ii son exterieur. 

Prenons le centre 0 de cette sphere comme origine des coor- 
donnees. 

Si p, p'rp et r ont les memes significations que precedemment, 
on a 


' 1 


[p' pp' cos y -f- p'-] ^ 


1 — 2 — cos 

p 


+ + 1 \ 


R. 


Le point M etant a I’exterieur de S, on peut construire une 
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deuxieme sphere S', concentrique a S, dont le rayon 
grand que le rayon a de S et qui laisse le point M 
rieur ; on a done : 

p > sa > a > p' et s > 1 


Raisonnons comnie an § 23, on voit que 

./ \ n+l 

1 1 


Rn I < 


P — ( 

ce qui montre que la serie : 

1 o' 

p p- 


< 


- 1 ) ’ 


n pn+1 


est uniformement convergente pour toute valeur de p 
dant a un element de volume quelconque dx' de T. 


JVI 



On pent, par consequent, integrer terme a terme 






ck' 


-/ 


Ah' 


les integrales etant etendues au volume T. 


sa est plus 
a son exte- 


correspon- 


et ecrire 
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Consiclerons le teriiie ffcneral cle cette serie 


on pent Pecrire : 


f Kp'Ych' 

J ’ 




2 Q + l ■ 


PnP" est un polynome liomogene cle clegre n par rapport aux 
coordonnees x, y, z dii point M ; il en est done cle m6me cle Y„. 
Le developpement cle V prencl la forme : 


V: 


Yo Y, 

P +7r+- 


Y., 


Si r on reinarcj[ue que Ton a 


AV = 0, 

on d(5montre sans peine cj[ue Ton a 


et ensuite 



AY„=:0. 


_ Les polynomes homogenes Y„ sont done cles polynomes sphe 
riques. 

Tout ce cj^ui precede est vrai dun point M c|uelconc|ue exte- 
lieui a la sphere S ; si le point M s’eloigne inclefmiment, on voit 
c|ue la valeur asymptotique cle V est 

P ■’ 

comme nous savons d autre part c[ue cette valeur asymptotique 
est M clesignant la masse attirante totale, on conclut 

Y„ = M. 

26. Developpements analogues pour le potentiel logarithmique. 
— Onpeut obtenir des developpements analogues pour le poten- 
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tiel logarithmique clans le plan. Soil (fig. 21) une surlace plane 
attirante S, P un cle ses points et 0 I’origine cles coorclonnees, 
supposee exterieure a S. On pent tracer un cercle C ayant le 
point Ocomme centre et toutentier exterieur a Faire attirante S. 



Soit, en outre, M un point attire situe a Finterieur clu cercle C, 
X, y ses coorclonnees et x', f celles clu point P. Appelons p, p', r 
les distances OM, OP et MP. Posons : 

x + iy = z, 
x' + iy' = z'; 

on a : 

P = |zl, 

p' = 1 z' I , 

r=lz'-z|. 

Soit p.' la clensite cle la matiere attirante au point P ; la valeur V 
clu potentiel logarithmicjue en M est : 

Y=J p/. log-^cW. 

clco' clesignant Felement infinitesimal cle Faire S et Fintegrale 
double etant etenclue a Faire S tout entiere. La valeur cle V n’est 
autre c[ue la partie reelle de Fintegrale. 
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Or, il est lucile cle clevelopper W siiivaht les puissances crois- 
santes cle z : appelons a le rayon clu cercle C ; puiscpie le point M 
est interieur a ce cercle, on pent tracer une cleuxieme circonfe- 
rence G^, concentricjue a la premiere, clont le rayon sa est plus 
petit que le rayon a cle G et telle que le point M soit a son inte- 
rieur. On a clone : 


' 1 '! 


on a crailleurs 


H - 


71 Z 


( 2 ) 


sa < a < p' 

et £ < f ; 

_ /-V '» _ 




es (1), 

, on a 


z 

sa 

<1; 

/ 

< — 

z 

a 


on pent, par consec];uent, clevelopper log|^l — ^jenserie entiere 
ct ecrire : 



Gette serie est unilbrmement convergente pour tout point P 
cle I’aire S, car, pour un c|uelconcj;ue cle ces points, les inegalites (1) 
et (2j sont satisfaites; on pent clone integrer cette serie terme ii 
ternie et ecrire 


(3) W log A 

les integrales doubles etant etenclues ii Faire S. W est ainsi 
cleveloppe en serie entiere ; on en conclut sans peine le develop- 
pement cle V en serie cle polynomes lioniogenes. On a, en eflet : 

z" = p"e”‘‘'‘, 

CO clesiguant 1 argument. cle z. On pent done poser en outre : 
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la partie reelle de j pA,, z" dw' est done : 

R„p" cos(nw -|- 6„); 

e’estun polynome homogene et entier en x et y, et, si Ton remar- 
que que V est egal a la somme de la serie des parties reelles do 
developpement de A¥, on voit que V se trouve developpe en serie 
de polynomes homogimes ; iis satisfont evidemment a requation 
de Laplaee. 

27. Considerons maintenant (fig. 22) un point M surfisamment 
eloigne de I’origine 0 pour que Ton puisse traeer, autour de 0 



Fig. au. 


comme centre, une circonference C contenant Faire S a sou 
interieur et laissant le point M ii son exterieur. On pent alors 
developper le potentiel logainthmique V en AI suivant les puis- 
sances de — ; il sulTit, pour le voir, de faire un raisonnement 

P . 

semblable a celui du § 26. Du point 0 comme centre, on pent 
decrire une circonference C' dont le rayon ea soit plus grand quo 
le rayon a du cercle C et qui laisse le point M ii son exterieur ; 
on a, dans ce cas, 

p>£a>a>p' et £>1. 
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Reprenons Fexpression de W : 


W: 




on a : 




:l0i 


log 1 


et, comme on a 


r/ 


<i, 


quel que soit le point P choisi dans S, on pent developper 


log(l 


r/ 


croissantes de 


en serie entiere pi’ocedant suivant les puissances 

1 




et cette serie est uniformement convergente ; on peut done 
ecrire : 


(i) 


W = ^ log — ~ [j/dw' ( — A„) [x'dw' 


les integrales doubles etant etendues a Faire S. En prenant les 
parties reelles des dilFerents termes, on voit que la serie du 
second membre de Fexpression (1) donnelieu pour V a un deve- 

loppement procedant suivant les puissances croissantes de — ; 

ce developpement est precede, dans Fexpression de V, par la par- 
tie reelle de Fintegrale : 

Aog ^ Pico' = log. — ^ M, 

c/ z — z 

M designant la masse attirante totale; cette partie reelle est : 
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Le cleveloppement de V est done de la forme : 

V — / M log — ^H-'^R„.p~"cos (nw — GJ 

t/ P Jimmi 

n-=l 

en posant : 

f (— 

et 

z = pe‘"'‘ 

Remarquons que I’expression : 


p " cos (nto — Q„), 


pent s’ecrire : 


p p"cos(mo 




X„ etant nn polynome entier, homogene, de degre n en x et y, 
satisfaisant, en outre, a Tequation de Laplace. 

Finale ment on a : 


n=:(» 



n:=l 


On voit immediatement, sous cette forme, que I’expression de V 
ne contient pas de terme independant d’x et d’y; en outre, lors- 
que le point M s’eloigne a I’infini, le potentiel V a pour valeur 
asymptotique 

Mlog-^, 

resultat que nous connaissions deja (§8). 


CHAPITRE II 


POTENTfEL EN UN POINT INTERIEUR AUX MASSl’S AGISSANT1<S 
FORMULE DE POISSON 


28. Converg-ence des integrales. — Application au potentiel. — 
Jiisqu’ici nous avons etudie le potentiel en des points exterleurs 
aux masses attirantes; nous allons maintenant etndicr ce qui so 
passe quand le point attire est situe au sein m(hne de ces masses. 
Cette etude repose sur la consideration d’iirtegrales portant sur 
des fonctions qui deviennent infinies pour un point du champ 
d’iirtegration ; commencons done par etabllr les proprietes do 
ces integrales. 


1“ Integrales simples. — Considcrons rintegrale dellnie 



a < ],) . 


Si la fonction f(x) devient infinie pour x ^ a, la definition 
ordinaire de Pintegrale ne s’applique plus et I’intcgrale n’a plus 
de sens; pour lui en donner un, on modifie la definition. On 
considere Pintegrale 



la definition ordinaire s’y applique; soit J, sa valeur; si J, lend 
vers une limite J quand e tend vers 0, Pintegrale est dite con- 
vergenie et Pon represente cette limite .1 par la notation 

rf(x)dx. 

'-■a 


Si, au contraire, J, augmente indefiniment ou n’a pas de limite, 
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quancl s tend vers 0, Fintegrale est dite dwergenie et le sym- 
bol e 

I f [xj dx 

n’a aucun sens. 

Void des exemples de ces deux cas. Si Ton peut tronver mi 
nombre a< l tel que Ton ait 


f(x) 


< 


la limite .1 existe et Fintegrale est convergente. Si^ an contraire, 
on peut tronver un nombre ^ > 1 tel que 



> 


1 



\2 ’ 

1 


•F augmente indefiniment et Fintegrale est divergente. 

2° Iiilegrales doubles. — ■ Soit nne aire plane S (fig. 23), limitee 
par nne courbe fermee C, et une fonction I' (x, y) clevenant infi- 



nie en un point 0 de Faire S, mais restant continue en tons les 
autres points de Faire. 

L’integrale double 

J J{S) 

etendue a tons les elements dto de Faire S, ne rentre pas dans la 
definition ordinaire et n’a aucun sens par elle-meme. Pour lui 
en donner un, entourons le point 0 d’une petite courbe fer- 
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mee C^; appelons S' I’aire enfermee par la conrbe C'/et S'' I’aire 
comprise eiitre les courbes G et C'; Tintegrale 


Jo’=/ r f(x, y)clo), 

etendiie al’aire S", a un sens et sa valeur varie quancl la courbe 
C' change cle grandeur et de forme. Supposons que .1/ ait une 
limite J cj[uand la courbe C', diminuant d’etendiie dans tons les 
sens, vient s’evanouir au point 0; on prend cette limite pour 
definition de I’integrale f (x, y) dw; on dit alors que I’in- 

tegrale J^. est convergente. 

Dans le cas contraire oil n’a pas de limite finie, rintegrale. 
J„. est dite divergente et I’integrale J'J^'^^n’a aucun sens. 


29. Dans quels 
voici un. Posons 


cas rintegrale J,.> est-elle convergente? En 
... OM = r, 


et admettons que I’on ait en tout point de I’aire S : 


f (x, y) 



a <2, 


on pent alors affirmer que .1,.. est convergente. Pour le voir, sup- 



posons d’abord la fonction f(x, y) positive en tout point de S. 
Tracons, autour du point 0 (fig. 24) comme centre, deux cercles, 
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1 uu Gy, de rayon Ty, qiie nous laisserons fixe ; Faiitre plus petit 
dont nous ferons tendre le rayon v", vers zero, Enfm, pour sim- 
plifier le langage, designons par les symboles 





les integrales etendues aux aires comprises respectivement entre 
les courbes : C et Cy, C et C", Cy et C". L’int^rale 


r / . f (x, y) dto, 

%J t/p— .f»” 


a un sene; elle est > o et augmente qiiand v" diminue. On a, de 
plus, 




et, par suite, 

/ / (xj y) 




la pi einiei e integrale du second nienibre reste fixe ; quant a la 
deuxieme, elle a pour valeur : 



2 


Mr"2--a 

2 — a. 


et on voit que, si a est inferieur a 2, elle tend vers une limite 
finie quand r" tend vers zero. 

L’integrale du premier membre j " f (x, y) dw, qui reste 

toujours inferieure a cette limite et va sans cesse en augmentant 
quand r" diminue, a done aussi une limite. 

Le resLiltat n’est pas change, si Ton remplace la circonfe- 
rence par une courbe de forme quelconque entourant le 
point 0 et venant s’evanouir en ce point; on le voit facilement en 
tracant, autour de 0 pris comrae centre, deux circonferences Cf 
et C'i comprenant entre elles la courbe G' et venant s’evanouir 
en 0 en meme temps quecelle-ci. 

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe quel- 
POmcAEE. Potent. Newt. ,•? 
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conque ; les conclusions precedentes s'y applicpient encore. 
Posons, en effet, 

en convenant cpie Ton a : 

= f et ^2 = 0, 

en tons les points oil f est > 0, et : 

1'^ = 0 et ig = — 1 


en tons les points oii f est < 0. 

On pent appliciuer a et le raisonuement precedent ; les 
deux integrales : 


J 


1 



h (x> y) 


et 



i;(x,y)dco, 


sont toutes deux convergentes ; leur difference, 


Pest done aussi et la proposition enoncee plus haul se troiive 
entierenient demontree. 

On peut aller un peu plus loin ; j ] f (x, y) ] dto est conver- 
gente, car elle est egale a .1^ + J^. Pour cette raison, I’integrale J 
est dite absoli/7?ie7it C07ii>e7-ge7i/e. Remarcpions enfm cpie leslimites 
de ces quatre integrales sont independantes de la suite des 
formes que prencl le contour C' lorscpi’il vient s’evanouir au 
point O. 

Tons ces resultats s’appliquent au potentiel d’une surface 
attirante, cpiancl le point attire est interieur aux masses agis- 
santes. Ce potentiel a pour expression ; 



La fonction f (x, y] du raisonuement precedent est ici-^ ; elle 

satisfait done aux conditions sulllsantes de convergence indi- 
c|uees dans I’enonce et I’integrale V a un sens bien defiiii en 
tout point de la surface attirante. 


I INTEGRALES TRIPLES 6^ 

k 30. Integrales triples. —On definit la convergence, clans le cas 

j ■ cles integrales triples, comme dans celiii des integrales doubles, 

i Soit S line surface ferniee limitant un volume V ; soit F (x, y, z) 

I one Ibnction devenant infinie en un point du volume V, mais 

I restant continue en tons les aiitres points ; pour donner un sens 

a rintegrale triple 

J=y’J^|^)F(x,y,z)ck, 

on entoure le point 0 d’une surface fermee S' et Fon considere 
rintegrale 

etendue an volume V' compris entre les deux surfaces S ct S'. 
Si J' a line limite cj;uand S' vient s’evanouir an point .0, on dit 
que cette integrale est convergente et cette limite est prise pour 
definition de J . Fans le cas contraire, J' est elite divergente et 
rintegrale J n’a aiicuii sens. 

p On pent affirmer la convergence de J', lorsqiie I’on pent trou- 

ver deux nombres positifs, run M, fixe, et I’autre a< 3, tels que 
I’on ait en tout point du volume Y : 


1 designant la distance du point 0 a un point cjuelconque x, y, z 
du volume. L integrale J est en outre absolument conv^ergente, 
car rintegrale 



ck, 


converge aussi; la limite de J' est alors independante de la suc- 
cession des formes c|ue prend la surface S' et la valeur de .1 est 
bien determinee. Un exemple de ce cas de convergence est 
fourni par le potentiel newtonien cl’iin volume attirant, quand le 
point attire est a I’interieur des masses agissantes. Ce potentiel 
est, en effet, represente par I’integrale triple 

p'ck' 

, , 

r 



I 
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la fonction sous le signe j satisfaisant aux conditions enoncees ; 
cela suppose toiitefois que la densite p.' reste finie. 

Les composantes de rattraction, elles-inemes, sont donnees 
par des integ-rales absolument convergentes. Soit, en elFet, une 
liinite superieure de la densite; on a : 


P-' I 


Fane des composantes, par exemple celle qui est parallele a Ox, 
a pour expression : 


X 




.r— ^ cW- 


Or on a 


et, par consequent, 


x' — X 1 < r, 


r’’ 

X est done absolument convergente 


< 


1'*’0 


31 . Integrales d’ordre quelconque. — Soit n Fordre de Finte- 
grale ; quand n est superieur a 3, on ne pent plus se servir de la 
representation geometrique, mais le mode de raisonnement reste 
le m6me. 

Soit F (xp x,,...,x„), une fonction de n variables et considerons 
Fintegrale d’ordre n : 

J = Fdxj dx, dxy dx„, 

etendue par exemple a un champ defini par Finegalite 
(F(xj, X,,..... x„) <0. 

Supposons que F devienne inlinie pour un point 0 du champ, 
dont nous pourrons supposer les n coordonnees egales a zero 
sans restreindre la generalite. 

Posons 


r^=-V + V+ + x„b 
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Appelons .]' I’integrale J Fdx^ dx^ dx„ etendiie aii champ de- 

hni par les inegalites : 

r>p>0. 

L’integrale J' a un sens si nous supposons la fonction F con- 
tinue en tout point du champ primitif autre que le point 0. Si, 
quand p tend vers zero, J'a une limite, cette limite definit J; sinon, 
J n a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans 
le second, divergence. On pent affirmer la convergence dans le 
cas ou Ton a en tout point du champ primitif : 

T. M 

r < , avec a < 11 , 

r“ • 

M designant un nombre positif fixe. 

32. Integrales absolument convergentes et int^grales semi-con- 
vergentes. — Exemples. — Revenons aux integrales de ligne, de 
surlace et de volume. 

Soit 

.1 = J Felt, 

une integrale simple, double ou triple suivant c[ue dt designe un 
element de ligne, de surface ou de volume. Supposons cj;ue la 
lonction h devienne infinie ou discontinue en un point du 
champ d’integration et c[u’on ait demontre la convergence de 
1 integrale .1. On dit ejue cette integrale est ahsolument conper- 
genie, si Fintegrale 

/|F|ldt, 

etendue au ni6me champ, est elle-m6me convergente ; dans le 
cas contraire, I’integrale J est dite semi-conpergente . Nous avoirs 
donne (29 et 30) des exemples d’integrales absolument conver- 
gentes. Void maintenant des exemples d’integrales semi-conver- 
gentes. 

Premier exemple. — Soit Fintegrale : 
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Elle est convergente, car : 


elle est semi-convergente, car : 

r I 


sill ax 




Deuxieme exemple. — Soit iin cercle attirant limite par unc 
circoiifereiice C ; supposons la densite constante et egale a 1 ; 
proposons-iious de calculer rattractioii an centre 0 (fig. sS). 



Prenons pour origine ce jDoint et, pour axes de coordonnees, 
'deux clroites rectangulaires Ox', Oy'. L’une des composaiites de 
Pattraction, X par exemple, a pour ex|3ression au centre : 



Cette integrale est convergente. 

En elFet, entourons le centre d’un cercle C' concentrique au 
premier et considerons I’iutegrale : 



etendue a la couronne comprise entre les deux circonferences. 
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Appelons £ le rayon cle C', p celui de C et passons en coordonnees 
polaires ; on a : 




cos 


Qdf] 


-^1^= (sin 2 Tc — sin 0) log — 


Ainsi J,,/ est constamment nulle . Sa limite est 0, quand s tend vers 
zero. L’integrale X est done convergente, 

Alontrons qu’elle est semi-convergente, c’est-a-dire qne I’inte- 
grale 

ri4i cico'. 


ne converge pas. 

Cette integrale, etendue a tont le cercle, est egale an double de 
I’integrale 

rXd..', 


etendue an demi-cercle BCAB. 

Calculous done celle-ci ; si elle a un sens, elle est la limite de 
la portion correspondante de J,,/ relative ii la demi-couronne 
BGAEFDB. Or, celle-ci est egale ii : 

d (sin 6) = 2 log 

quantite c[ui augmente indefiniment cj[uand s tend vers zero. L’in- 
tegrale X est done semi-convergente. On pent demontrer de plus : 
etant convergente, elle a une limite quand on entoure le point 0 
d’une courbe C', puis qii’on calcule I’integrale relative a I’espace 
compris entre les deux courbes, et enfin qu’on fait evanouir C' 
au point 0 ; mais, etant semi-convergente, sa limite depend de la 
courbe C^ et de la succession des formes qne prend cette courbe 
avant de s’evanouir au point 0. 

C’est ce que je vais montrer. 

Supposons d’abord que d soit une circonlerence concentrique 
a C; la raison de symetiue, comme aussi le calcul fait precedem- 
ment, montrent que I’attraction de la couronne au point 0 est 
nulle. Etant nulle constamment, elle definit une limite nulle, 
quand Client s’evanouir au point ,0. 
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Par un autre precede, au contraire, on pent definir une limite 
differente de zero. Dans les raisonnements qui vont suivre, nous 
nous appuierons sur le lenime suivant : 

Lemme. — Deux surfaces attirantes liomothuliques S et S' , telles 
que les densites en deux points correspo7idants soient egales, 
exercent la menie atiraclion au centre 0 d'hoinothetie. 

Ce lemme est presque evident ; 
soient, en effet, deux elements cor- 
respondants (fig. 26) dco et do/, r et 
r^ leurs distances respectives au 
point 0 ; leurs attractions au point 0 
sont : 



pour dw : 
pour dti)^ ; 


a'dfo 


fiko' 


Ces deux attractions dirigees sui- 
vant la m6mc droite sont bien egales, 
puisqu’en vertu de riiomothetie, on 
a : 

dto dco' 


r- 


■Ji 


Cela pose, reprenons notre cercle C et prenons comme courbe 
aiixiliaire une autre circonfcirence C' (fig. 27), non concentrique 
a C', ayant son centre en un point 0' voisin de 0. Menons la ligne 
des centres 00' ; cette droite cou23e nos deux circonferences aux 
points A, B pour la premiere et A.', B' pour la seconde. 

Supposons que, des deux points A' et B', le plus rapproclie de 0 
soit A'; decrivonsalors,du point 0 comme centre avec OA'comme 
rayon, une circonference Cj. 

Appelons p, p', pj les rayons des circonfcirences C, C' et 
puis tracons une circonference 0^, tangente en A a la proposee C 
et telle que son rayon p^ satisfasse ii la relation 


A 

p' 


_P_ 

Pc 


(i) 


INTE GRALE S CONVERGEN TE S E'l S E MI- C ON V E RGE NT E S I'i 

Alors les deux cercles et G' sunt homothetiqiies par rapport 

au point 0 et le rapport d’liomothetie est D’autre part les 

Pi 

deux cercles C et etant concentriques, out aussi pour centre 
d homotlietie le point 0 et meme rapport d’liomothetie que les 
deux precedents en vertu de la relation (1). II en resulte que les 



deux portions de plan couvertes de hachures, I’une comprise entre 
les circonferences et C, I’autre entre les circonferences C' et C,, 
sont homotlietiques par rapport au point 0. Si done on sujijiose 
la premiere couverte de matiere attirante ai^ec une densite egale 
a 1 comme celle qui recouvrele cercle C, son attraction au point O 
sera la m6me que celle de la seconde. 

Nous exprimerons cette propriete par I’egalite 

= A„^_e , (^ 2 ) 

designant en general par C.„ — C„ la portion de plan comprise 
entre les courbes et et par Ac__ I’attraction que cette 
portion de plan exerce au point 0. 

Cela pose, ce que nous voulons calculer, e’est la limite vers 
laquelle tend A,_,, quand le cercle CWient s’evanouir au point 0. 

Or, on a evidemment : 



74 TIIEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

ce qui se reduit a : 

A.„, = -A„,_,, (3) 

puisque est nulle, par raison de symetrie. Rapprochons les 

relations (2) et (3), nous aurons : 

A,_,. = — A,. . (4) 

Faisons alors cvanoiiir le cercle G' an point 0 de maniere que 

o' 

le rapport—^ restc constant, les deux tenues de co rapport ten- 
Pi 

Q 

dant vers zero. En vertu de la relation (1), le rapport—^ — reste 

, po. 

aussi constant et, par consecpient, le cercle Cj, reste invariable 
il en resulte que A„^ _(, reste fixe. 

Ainsi, I’integrale qu’ils’agit d’etudier, A.c_ reste constaranient 
egale ii line quantite fixe — j on pent done ecrire : 


lini. A„_,. = — A,„,„. 


Montrons maintenant que A,, n’est pas nulle. Cela estpresque 

evident. 





Fi gurons a part (fig. 27 his) les deux circonferences Co et C ;■ 
tracons la droite MN perpendiculaire en 0 ii la ligne des cen- 
tres. Enfin, decrivons une troisieme circonference egale ii C^. 
et tangente interieurement en B ii la circonference C ; cette cir- 
conference passe evidemment par les points M et N. L’aire atti- 
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rante Cq — C est ainsi clivisee en deux parties : I’line comprise 
entre les trois circonferences G, et ; Fautre comprise entre 
G^etCo ; elle est representee, dans la figure^ couverte de liacliiires. 
La premiere partie a manifestement une action nidle au point 0 
par raison de symetrie ; cjuant a la seconde, son action est diri- 
gee suivant la ligne des centres et ne pent etre nulle, car tons 
ses elements, etantsitues d’un menie cote de MN, les projections 
snr AB de lenrs actions, en 0 sont toutes de meme simie. 

O 

En resume, iV,, est differente de zero et, par consequent, 
on a : 

lim A,, 0. 

On voit done que, suivant la courbe auxiliaire clioisie pour defi- 
nir Fattraction au point 0 et suivant la succession de formes 
par lesquelles on fait passer cette courbe, on pent obtenir pour 
Fattraction une limite nulle on une llmite dilFerente de zero. 
Gette circonstance caracterise les inteff rales semi-convero’entes. 

a n 

Des considerations analogues pourraient 6tre faites au sujet 
d’une surface quelconque. On verrait, de la m6me facon, que les 
composantes de I’attraction, en un point d’une surface attirante, 
sont donnees par des integrales semi-convergentes. 

Au contraire, le potentiel d’lme surface attirante, que nous 
allons etudier maintenant, va nous fournir un exemple d’inte- 
grale absolument convergente. ' 

33. Autre exemple. — Potentiel d’une surface attirante quel- 
conque en un point de cette surface. — Soit S une surface atti- 
rante ; son potentiel en un point M est donne par Fintegrale : 

( 1 ) 

■ d(S) 1’ 

u', r, doF etant les notations connues. 

Supposons que le point M soit pris sur la surface S elle-meme ; 
nous allons montrer cj;ue Fintegrale precedente garde un sens et 
est absolument convergente, si la densite p/ reste finie en tout 
point et si la surface S admet, en M, un plan tangent unique. 

Menons ce plan tangent (fig. 28); prenons-le pour plan des xy 
et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravite 
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cVim element cUo' de S, P' sa projection sur le plan des xy, m 
Tangle de ce plan avec le plan tangent en P, enfin x', y', z' les 
coordonnees de P ; on a : 


( 2 ) 


ck'dy ' 

COS CD 


Gela pose, tracoiis sur S une courbe G entourant le point M 
et soit G' sa projection ; la courbe G partage S en deux zones, 



Fig. 28. 


Sj et S^, la premiere, Sj, etant celle qui comprend le point M. 
Appelons et les potentiels respectils de et ; on a : 

v-=v, + v,. 

V, a uh sens ’au point M ; il suffit d’etudier V^; cette integrale a 
pour expression : 

y_rj^. 


en vertu de (2), on pent Tecrire : 

V| = f dx^ dy^ 

J r cos CD 


Gette deruiere integrale est etendue a une aire plane, a ]a portion 
du plan des xy comprise ii Tinterieur de G'. 

Or, on pent choisir la calotte Sj assez petite pour, qu’en chacun 
de ses points, on ait : 

1 I 

<a, 

cos CO 

i * 
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a clesigiiant un nombre fixe; cela est possible, car, an point M;, 
cos cp est egal a 1. 


Ecrivons alors la fonction sous le signe , 
, 1 r' 


maniere suivante 


cos CD r 


m 


en posant 


m' = a' 


et 


Ifinteffrale clevient alors 


( 3 ) 


cos cp r 

m' 


l-Vc’l 1 


rcos CO 


de la 


m' pent 6tre consiclerc comme une fonction de x', y', puisqii’a 
cliaque point P et, par suite, a cliaque point P', est attacliee une 
valeur de m' ; de plus, cette fonction est essentiellement limitee, 
car elle est egale au produit de trois autres qui sont limitees : 

p' Pest, par liypothese, et , par construction, enfin — ’Cst 

cos cp ^ r 

inferieur a 1. L’integrale (3) est alors le potentiel en M d’une 

portion du plan des xy, celle que liniite C', sur laquelle la densite 

de la matiere attirante est la fonction mb Nous avons vu (29) 

qu’une pareille integrale est absolument convergente. Le tlieo- 

reme general est done demontre. 

Dans ce qui precede, nous avons su|)pose, pour plus de sim- 

plicite, que la surface S etait pourvue d’un plan tangent bien 

determine en cliacun des points qui avoisinent le point M. 

Cette hypothese n’est pas toujours indispensable. 

Prenons, en effet, le cas d’un cone circulaire droit. Supposons 

que M soit le sommet de ce cone. Prenons pour plan des xy le 

plan perpendiculaire a I’axe du cone et effectuons les monies 

transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite 

superieure de lm^|. En effet, ul est une quantite linie ; — est le 
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cosinus cle Tangle cTune generatrice du cone avec sa projection ; 

— ^ reste egal a Tinverse dii cosinus de Tangle d’lin plan tan- 

cos cc ” n 1 

gent an cone avec le plan xy. On pent done refaire ici le raison- 

nenient indique plus liaut. 

La conclusion subsiste encore si le point M est un point sin- 
gulier de la surface S, lorsque le cone des tangentes en ce point 
est, par exemple, un cone reel du second ordre, ou lorsque ce 
cone se reduit ii un systeme de .deux plans reels distincts. Cela se 
voit, comme dans le cas du cone circulaire droit. 

34. Analogie avec les series. — Avant de poursuivre Tapplica- 
tion des principes precedents ii Tetude du potentiel, iaisons une 
remarque. 

La tlieorie des integrales convergentes doit 6tre rapprocliee de 
celle des series. Les denominations de conpergenle, ahsoluinent 
com’ergente, semi-com>ei'genie, se definissent pareillenient dans 
les deux theories et les proprietes correspondantes sent compa- 
rables. Les deux theoremes suivants mettent en evidence cette 
analogic etroite : 

1“ Quand une serie est absolument convergente, on pent modi- 
fier Tordre des termes sans en changer la somme; 

2° Quand une integrale est absolument convergente, on pent 
choisir arbitrairement la courbe ou la surface evanouissante qui 
entoure le point de discontinuite et la faire passer par une suc- 
cession quelconque de formes. On pent aussi intervertir Tordre 
des integrations. 

Ce dernier point se demontre sans difficulte. Soit, par exemple, 
Tintegrale double 

J — f (x, y) dx dy^ 

etendue ii une aire plane S limitee par une courbe C ; suppo- 
sons que la fonction f devienne infinie en un point M du champ 
d’integration et, qu’en tout point de Taire, on ait : 

y) 

M etant un nombre positif fixe ; Tintegrale est alors absolument 
convergente. 


M 

< — ■ , avec 


a<2, 
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Entourons le point M cEun cercle S de rayon p, ayant ce 
point pour centre. Le champ d’integration est ainsi partage en 
deux parties, et Sp Sy etant la portion du champ comprise a 
I’interieur de S. Appelons et les valeurs de I’integrale ci- 
dessus, quand on prend respectivement pour champs d’integra- 
tion Sy et Sp 
On a : 


Pour Jp on pent intervertir I’ordre des integrations, puisque la 
fonction reste finie dans le domaine Sp Voyons ce qui se passe 
pour Jyj on a : 



</m 


dx.dy 


et, par suite, 


< 


2'n:Mp2-“ 

‘2 — fv 


en prenant p assez petit, on peiitrendre [Jy] inlerieur ii un nombre 
£ 

Y donne ii Pavance. Intervertissons I’ordre des integrations; 
J et Jy deviennentP et Ly, et, puisque ne change pas, on a : 

T J' = T V • 

d J '^0 ? 

mais on a : 


done : 

I Jo—J'o I 

et, par consequent, 

quel que soit e. Comme J — L est bien determine et ne depend 
pas de p, on a necessairement 


J = L, 

ce qui demontre qu’on pent intervertir I’ordre des integrations. 
Cette remarque permet de demontrer facilement un theoreme 


8o 
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un point inte- 
rieur, Y le potentiel en M, et X une des composantes cle I’attrac- 
tion en ce point. V et X sont donnes par les integrales suivantes : 



Ces integrales sont absoluraent convergentes (30)- Gonsiderons 
I’integrale quadruple : 

/ Xdx, 

x„ et Xj designant les valeurs de x en deux points et M,. 
Cette integrale est absolument convergeute, Je me propose de 
deinontrer la relation suivante : 


( 1 ) 


Xclx = V, — V. 


V, et V„ etant les valeurs du potentiel en M. et M„. Cette rela- 

. . dV 

tion serait evidente, si Ton avait demontre que X = — ; cette 

demonstration sera faite plus loin dans le cas — qui est le cas 
actuel — ou le point M est interieur aux masses agissantes. Pour 
I’instant, demontrons directement la relation (1). L’integrale 


s’ecrit : 



ou, en intervertissant Pordre des integrations : 



ce qui demontre le theoreine annonce. 


35. Potentiel newtonien d’un volume attirant. Existence des de- 
rivees premieres. — Soit T un volume attirant, M un point inte- 



EXISTENCE DES DERIVEES PREMIERES 8i 

rieiir aux masses agissantes ; le potentiel en M est donne par 
I’integrale : 

d(T) 

et les composantes de rattraction en ce point par les integrales : 

pi cic. 


X: 

Y 




Ces cpiatre integrales sont absolument convergentes (30). 

Loisque le point attire M est exterieur aux masses agissantes, 
les composantes de 1 attraction sont aussi les derivees premieres 
du potentiel. Je vais laire voir qu’il en est de m6me, quand M est 
interieur aux masses agissantes. 

WJ 

Je vais demontrer, par exemple, que ~ existe et que Ton a : 


X 


dV 

Ox 


Tracons (fig. 29) une sphere S, ayant pour centre M et pour 



rayon p. Sur une parallele a Ox meiiee par M, prenons un point 
voisin de M et situe a I’interieur de la sphere; les coordon- 
PonscARK. Potent. Newt, (j 
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nees cle M et M' sont : pour M ; x, y, z; pour M' : x-1- h, y,z. 
Par definition, on a : 

5V - . V — Y 

— = Um, 


jSYus devoirs done montrer quo Pexpression 

v^— y 

X 

pent etre rendue inrericurc a un nombre donne s, si Ton prend 
li sulTisamment petit. 

La sphere S divise le volume T en deux parties, rune T,„ com- 
prise aPinterieur de la sphere, I’autre Tj, constituee par la partie 
restante du volume T. 

Appelons : 

Xg, Xj, X. les composantes en M, 

Vq, Vj, V les potentiels en M, 

dus respectivement aux attractions de la premiere partie, de la 
deuxieme et du volume total ; 

-yj X'' X^ 

^ /’ les valours de ces incomes ionctions en YL; 

V 05 ' 1? ^ 


on a : 


V = V, + Yo, 

X = Xj — |— Xg , 

et Ton pent ecrire : 


y—Y 

h 


X 


Y' —V 

' 1 M 


x'=x^, + x;, 


Yh — YL 


X, ) + 


X 


Comme YI et YL sont exterieurs an volume partiel Tj, on pent 
differentier I’integrale Y^ sous le signe J" et I’on a, par conse- 
quent, 

Si done on pose : 


h 


■X. 


'f(P5h); 


Y, 
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on pent prendre h assez petit pour que la valeur cle cette fonc* 
tion soit aussi petite que Ton veut. Occupons-nous mainte- 

nant cle I’expression : 


V' — V 

0 ’ Q 

ll 


X.. 


Supposons la clensite p/ finie dans tout le volume T et spit pc® 
une limite superieure cle cette clensite-. 

On a : ■ 


X„ 


c/fTe c 


or : 


r 

M'o) 

i ^0 I <4:7tpiA„. 

Gherchons maintenant line limite superieure cle — Figu- 
rons a part (fig. 30) la sphere S; soit P le centre cle gravite 


i Tip , 


done : 



d’un element civ' clu volume T„; menons MP et M'P, puisposons 
MP = r, M'P = r', 
et rappelons-nous cj[ue MM' = h. On a ; 


V''— 'V ■ 

' Q ‘ ' 0 


dT„) 


1 ' 1 \ 
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et, de plus, 

i r — r' 


rr 


I <h. 


rr' r-^ r'^ ’ 


cVoii : 


V' — V 
'^0 '^0 


< 


r dx' r dT' 

[^0 / ' 


'(T„) ^ ‘^(T„) 

dT' 

'(To) 


{ CilT 

*-^-,c’est 471^0; calculous une 

, '») 

— Pour cela, du point M' comme centre 
(fig. 31), decrivons une sphere S ayant p -)- h pour rayon. Les 



deux spheres S' et S sont tangentes interieurement; appelons T'„ 
le volume compris a I’interieur de la sphere S'. On a 


r dv' r d^' 

/ -7F<./ TTT 
4t„) ^ '■'(T’o) 1 


etcomme:/ — ^=4'Ti:(p-j-h), 


on a aussi : 


On a done : 


/■ dir' 

/ (P + ^^)- 


V'„ — v„ 


< 471(2 p + h) p.g, 
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et enfin ’ : 

— ^ < 4 TT (3 P + h) < p.0 16 TTp [J.„. 

En somme, nous pouvons ecrire I’inegalite : 

V' — V 

X < 'f (p , ll) -f- 16 TCp 

Gela pose, proposons-iious cle renclre le premier membre infe- 
rieur a un iiombre donne e, eri prenant h suffisamment petit j il 
nous suflit, pour cela, de prendre p assez petit pour que 

1 6 j i-p <C Q 5 

puis, p etant fixe, de prendre h assez petit pour que 

cp(p,h) <-l; 

on aura, des lors, 

V'— V 

X s , 

5Y 

ce qui demontre queladerivee — existe et qu’elle est egale iiX. 

Le potentiel V a done des derivees premieres, en tout point inte- 
rieur aux masses, et ces derivees sont egales aux composantes de 
1 attraetion, ce qui fait qu on les obtient en differentiant sous le 
signej^. 

36. Etude des deriydes secondes — - Si Ton difFerentie une fois de 
plus sous le signe j , les integrales obtenues sont seulement semi- 
convergentes ; on rencontre ces memes integrales dans la tlieorie 
du magnetisme ouleur etude est necessaire; mais, dans la theorie 
du potentiel, on I’evite par un artifice. 

Nous aliens demontrer que, si la densite a des derivees de 
tons les ordres, le potentiel V en a aussi de tons les ordres. 

Soit, en effet. 



7 
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le potentiel ; Tune des derivees premieres, — par exemple, a pour 
expression : 

DV ■ r p/fx' — x) : 



- d^'. 


Cecipose, rappeloiis line Ibrmule que nous avoiis demontree 
a proposde la Ibrmule de Green; reprenons toutes les notations 
de ce paragraphe, nous aurons : 

f u, cV = f «U.V,d.o - fv, clx', 

c/(T], Ox c/(S} «/(T) ^’X 


(1) 


la premiere integrale et la troisienie etant etendues au volume 
attirant T que nous considerons; la deuxienie, ala surface & qui 
limite ce volume. Servons-nous de cette lormule pour translor- 

mer 1 integrale ; posons : 

V 

' 1 — „ ’ 


la formule (1) nous donne alors : 

M 

dv^ = — 




dx' 


^ -1 • •' 1, . 1 OV , , , 

-On volt done que, si existe, i expression de -- est egale ala 
Ox' ■ Ox 

soinrae de deux potentiels : un potentiel de surface 

Uis] 1 


ov 


et un potentiel de volume 
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or, le premier a des derivees premieres, en tout point non situe 
sur la surface; quant aii second, il en a, de nieme (35), en tout 

. . , . , . iiv , . , , 

point mterieur ou exterieur:-^ en a done aussi, saut sur la sur- 
■ Ox 

face; par conseejuent, V a des derivees secondes en tout point de 
I’espace, sauf, peut-etre, sur la surface ; a leurtour, les potentiels 
du second membre de la formule (2) out des derivees secondes, 
si les derivees secondes de [ 1 / existent et, par suite, V a des deri- 
vees troisienies ; le raisonnement se poursuit ainsi de proclie en 
proche et le tlieoreme annonce se trouve demontre. 

37. Formons I’expression de chaque derivee seconde et celle 
de leur somme; la formule (2) nous donne : 



On peutdifferentier sousle sigiie j dans le second membre ; on 
pent done ecrire : 




0-V O'V 

on a pour j- et ^ 

^ Oy- Oz" 

membre a membre, nous aurons : 


des expressions analogues. Ajoutons-les 
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que Ton peut ecrire 



38. Formule de Poisson. — Autour da point M (fig. 32), tracons 
une sphere S, ayaiit M pour centre et un rayon egal a p; elle par- 



tage le volume T en deux autres T„ et T„ etant celui cpii est 
interieur a la sphere; appelons et les valeurs do leurs 

potentiels respectifs au point M. 

On a : 

V=v,+v„, 

et 

AV=:AV,4-AV„; 

coninie 

AV, = 0, 

il reste : 

AV=:Ay„ 

et par suite on a : 



la premiere integrale etant etendue a la surface de la sphere et 
la seconde a son volume. 
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Comme nous supposons que les derivees premieres de [j. 
existent, I’expression ; 


P 


oil p designe la densite aii point M, doit rester finiej [jl lui-meme 
.et ses derivees premieres etant supposes finis, on pent assi- 
gnor a toutes ces fonctions une limite superieure commune jj/p, 
de sorte que Ton a les inegalites : 


U n 


< P'-'oP. 



< Yn 

1 

i 

^ 1 0 

Dx' 


< U 


/ 

r O' 


a I’interieur de la sphere. 

Remarquons enfin que I’on pent ecrire : 

(p' — p), 

et que Ton a sur la sphere ; 


dn 


AV devient alors 
AY 


p- 


^ cW 



La premiere integrale a pour valeur : 

— fJ^ cW = _iL f dc,y=— 

J P" p- J ' 


etc., 


La deuxieme tend vers zero, en m^me temps que p, car on a ; 


go 
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La troisieme tend aussi vers zero^ car on a : 



or I’integrale du second membre a pour valeur 47tii.[,p, cello 
du premier est done iiiferieure a 12 7rp.'yp; elle tend vers zero 
avec p. 

Bref on pent ecrire : 

A\ = 4:7Cp,— 

£ tendant vers zero avec p ; comnie AV et p. ne dependent pus 
de p, on a rigoureuseincnt : 

AV = — 4 Tip.. 

G’est la forinule cle Poisson, 

Remarque. - — AV, considere comme fonction de x_, y, z, est coii- 
tinn, a I’interienr et a rexterieur du volume, mais eprouve unc 
discontinuite, quand on franchit la surface; il en est, de mome, 
de cliacune des derivees secondes de V et des derivees d’ordre 
superieur. 

39. Potentiel logaritlimique d’une surface attirante. — Tout ce 
que nous avons dit da potentlel newtonien d’un volume est vrai 
du potentlel logaritlimique d’une surface attirante. 

En un point M de la surface attirante, le potentlel logarith- 
mique V est represente par rintegrale double : 


et Tune des composantes X de rattraction par : 




pAl(i)b 


On demontre sans peine que ces integrales sont absolument 
convergentes et que Ton a : 


dx 


X. 
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L’ equation de Poisson clevient 

AV = — 27^^^.. 

Tout cela peut se demontrer directement; mais on pent le 
eonsiderer comnie une consequence des proprietes du potentiel 
newtonien : on a demontre, en efiet (15), que le potentiel loga- 
ritlimique d’une surface plane est le ni6me que le potentiel newto- 
nien d’un certain cylindre ayant cette surface pour section droite. 
La matiere attirante qui remplit ce cvlindre a une densite cons- 
1 

-tante et egale a-q- p/, toutle long d’une ineme generatrice, [j.Tlesi- 

gnant la densite superficielle de la section droite dont on etudie 
le potentiel logaritlimique, au point ou elle est rencontree par 
ia generatrice consideree. 
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SURFACES ATTIRANTES 

40 . Notations et remarques pr61iminaires. — Ktant donncs iukj 
surface attirante S et un point M sur cette surl'ace, nous avons 
vu (33) que le potentiel en ce point est represente par unc 
integrale absolument convergente, etles composantes de I’attrac- 
tion par des integrales senii-convergentes ( 32 ). 

Nous allons voir maintenant ce qui se passe qiiand le point M 
est exterieur a la surface, mais tres voisin d’elle, et qu’il tend 
vers un point donne Mq de cette surface en siiivant la droitc MM” 
(fig. 33). 

Etablissons d’abord la notation que nous emploierons dans 
toute cette etude. 

Prenons le point M^ comme origine des coordonnees ; suppo- 
sons qu’en ce point la surface admette un plan tangent unique et 
prenons ce plan comme plan des xy. Pour abregcr les calculs, 
nous supposerons, en outre, que la surface est rcgiiliere en M,,, 
c’est-ii-dire qu’au voisinage de ce point, rune des coordonnees 
d’un point de la surface est ionction analytique des deux autres. 
En realite, cette liypothese est inutile et nos demonstrations sub- 
sisteront, en supposant qu’nw point M^ la surface possede an plan 
tangent unique et deux rayons de courhure hien determines . 

Nous designerons par dey im element de la surface, par P son 
centre de gravite, par PMa projection de P sur le plan des xy; 
enfin par x, y, zles coordonnees du point M etpar x', y', z' celles 
du point P. Les coordonnees de P etant x', y', zJ , celles de P' 
sont x', f, — 0 et Ton a PP' = z'. 
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z' est line fonction de x', y'; appelons-la f (x', y'). L’equation 

7y = f(x^/), 

est reqiiation de la surface. 

D’apres notre liypothese, z^est developpable, au voisinage de My, 
en serie ordonnee suivant les puissances croissantes de x', y' 



Fig. 33. 

et le developpement commence par des termes du second 
degre, puisque le plan des xy est tangent en Myj il est done de 
la forme : 

7 ] = ax'" -f~ bx^y' + cy''^ -f- 

Dans nos demonstrations, nous ne ferons usage que des termes 
du second degre; e’est ce qui fait qu’elles seront encore vraies, en 
supposant seulement Texistence d’un plan tangent unique et de 
rayons de courbure principaux bien determines. 
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Cela pose, nous menons les clroites, MMq,MP,MP', M^|P, M,^P'. 
La clroite sera representee par deux ecpiations : . , 

X = az, 

.y=:^z. 

Posoiis 

M.P = r„; ■ MP = r; 

MP'=l'', MP' = r'. 

On a evideniment : 


= (x — x')- + (y — yQ" + (^ 

,a_(x-xO^ + (y-yT + ^^ 

Appelons maintenant © Tangle du plan tangent au point P 
avec le plan des xy; la projection dx'dy', sur le plan des xy, de 
Telemeiit doT, cpii a son centre de gravite en P, a pour expres- 
sion ; • 


dx'dy'= cos ' 4 >dco'. 


On peut tracer, autour du point sur la surface, unc coiuLe 
C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion Sy de S cpTello 
enferme, Ton ait : 

0<-^— <S, 

cos CO 

S etant un nombre donne. Cela est possible, puiscpi’aii point M^, 
on a cos'^ = i et cpie la surface est reguliere autour de ce point. 
Appelons la partie restante de la surface. Le potentiel de Sj 
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo- 
morphes au voisinage de My c|ui n’est pas sur et restent conti- 
nues, par consequent, quand on franchit la surface en ce point. 
Pour Tetude des discontinuites, on peut done remplacer la sur- 
face entiere S par la calotte Sy. 

II nous reste a faire une derniere liypotliese : la densite iP qui 
est function de x' et y' sera snpposee, pour la commodite des ex- 
plications, fonction analytique de ces variables, c’est-ii-dire dove- 
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loppable en serie entiere. Pour \jJ comme poiirz', cette liypotliese 
est trop particuliere ; toutes 110 s demonstrations subsisteront on 
supposant que [j/ est continue, ainsi que ses derivees premieres, 
et qu elle admet des derivees secondes finies; dans certains cas 
m6me, Pexisteiice de derivees premieres finies snffira et parfois 
simplement la continuite de pb 

Si Ton suppose [P continue, on pent assiomer a — — une li- 

coscp 

mite superieure y sur toute Petendue de la calotte on pourra 
done ecrire 

uJ 

cosep 

41. Ces notations etant etablies, faisons quelques reinarques 
dont nous nous servirons souvent dans la suite. 

1" Considerons le rapport 



e’est une lonction de x', y', z et, comme r„ et r sont des Ibnctions 

continues, la fonctidn ~ est elle-mdme continue, sauf peut-6tre 

en un cas, celui oil r est nul. Montrons que, m6me dans ce cas, 
ce rapport reste fini. 

Si r‘^ est infiniment petit, r,/ Test aussi; leurs parties princi- 
pales sont : 

p on r r- : (x — x') - + (y — 
pour ry : x'- -|- y'b 

car z , considere comme fonction de x' , y', est un infiniment petit 
du second ordre. 

La partie principale du rapport est done : 

+ 

(X — x7+(y — y^ + z'^ ’ 
ce qui pent s’ecrire : 
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expression qui reste toiijours fmie. Le rapport et, par suite, 
le rapport restent finis. On pent done assigner a ce der- 
nier une liinite superieure A et ecrire : 

3-<A. 

r 

Dune maniere analogue, on deinontre cpie les deux rapports 

L, et — restent finis. On pent, par consequent, trouver deux 
r' r 

nombres positifs B etC tels que : 

-^<0 et -^<B. 
r' r 

2“ Considerons maintenant le rapport 

Ce rapport est fini, taut que r est difierent de zero ; je vais laire 
voir qu’il en est de m6me quand r s’annule. 

Quand z' est infininient petit, sa partie principale est de la 

forme : 

ax^“ — I — bx^y'^ — | — cz ”, 


comme nous Tavons vu precedeniment. 
La partie principale de est done : 

ax^^ — j— bx^y^ — j— cy'" 


(/■ 


qu’on pent ecrire : 


2 ^ 2 ^ 

z z 


+;l 


Sous eette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini. 
Nous appellerons D une limite superieure de ce rapport. 
Abordons maintenant I’etude du potmiliel de S. 
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42. Etude du potentiel. _ Appelons V el V. les poteiitiels en 

S; V' et Vi de la calotte S„ ; 
V etV.ceuxde la portion rcstante S,. On sail que V, est exprime 
par line integrale absoliiment convergeute (33). Nous allons 
demontrer que Ton a : 

limV = V„ 

qiiand M tend vers M„. On a, en effet, 


d’oii : 


V=V'+V", V.=v;+Vi', 


V — V, = 'V' — VJ) + (V» — Vi') . 

ConsidSrons V' et V); ces quantiles sent donnees par Ics inte- 
grales ^ 

Y' = f Y / r p-^do)^ 

que Ton pent ecrire : 

V'' — \T / r p/dx'd y' 

J r cos cp " J cos cp 

Clioisissons la courbe C de maniere que sa projection sur le 

plan des xy sort une circonference, ayant pour centre M et uu 
rayon egal a p. " 

Les integrales V,/ et Y' sont etendues a I’aire de ce cercle. 

On a, en vertu des hypotheses et des remarques faites (40 et 41) : 


V^< 


dxhly' 


</a. 


. ^ r Aydxhly' 


Toutes ces integrales sont etendues au cercle de rayon p. On 
pent alors ecrire : “ 


‘A7 


^ p dx'dy' 


P dx' dy' = Ay / ' — = Ay 2 Trp , 


car on voit facilement, en partageant le cercle cn anneaux con- 
centriques, que I’integrale du second membre rApA ^ 
valeur 2™, u lo 
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Bref, on a rinegalite : 

Y' <2 TtAvp. 

De m^me, on demontre que : 

v;< 2 ixy?- 

On a, par consequent, I’inegalite : 

j y/ — v; 1 <2t:(A + 1)tp, 

et Ton pent rendre p assez petit pour que Ton ait : 


y/^Y' 


<T’ 


e etantun nombre cboisi aTavance. 4 M .Ip In 

Considerons maintenant V" et V|,' potentiels, en M et M„ de 1 . 
portion restante S. de la surface; p Want par 1 rnegahte pre- 
cedente, rapprochons le point M du point M. assez pour quo 1 

ait ; 

y//__yy [■<-!-; 

celaest possible, puisque V" est line Ibnction qui reste continue, 
qiiand on francliit la surface au point M„. 

Mais, d’autre part, on a : 

v_v.=v'-v;+v"— v;'; 

on a, par suite, 

I y__y^ I < I r-V<' 1 + 1 V" — V[/ 1 <e; ' 

ainsi, on pent rendre la difference V — V,, aussi petite c|u on le 
vent, en rapprocliant suffisamment M de par definition, on a 

done 

lim V = V(,, 

quand M tend vers M^. 

REMAaQUE. — D’apres la demonstration precedente, on voit 
que le potentiel V, contiim en tout point de I’espace exterieiir, 
reste continu quand on Irancliit la surface attirante. 
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SVliFACES AT TIR ANTES 
Ce poteiitiel V est une foiiction cle la forme 

(1) , 

et, ce qui a joue le role essentiel dans la demonstration, c’est 
qu’on a pu assigner une limite superieure a la fonction f. 

On pent done dire, qu’en general, toiite fonction de la forme (1) 
est continue dans tout I’espace si Ton pent assigner une 
limite superieure a la fonction f qui figure sous le signe J , et 

cela est vrai, meme si cette fonction depend, non seulement de 
x',y', mais encore de x, y, z. 

43. Preparation a Fetude des composantes de I’attraction. Eta- 

blissons le lemme suivant : 

Lemime. — Soit I’integrale simple : 


j(z) = r 

</o 


X, z 


tP X 


dx, 


oil X designe la variable d’integration et z un parametre. G’est 
une fonction de z, 

Faisons les hypotheses suivantes : 

L’integrale 

fy- dx 

reste finie et tend vers une limite fmie, quand '/augmente iude-^ 
finiment. 

2° '^(x) reste constamment positive quand x varie de 0 ii cc . 
3° La fonction f (x, z) admet une limite superieure A, de telle 
sorte que Ton a : 

I f(x,z) I <A, 

4° Enfm Eon a : 

lim f (x, z) = 1 , 

quand z tend vers zero, quel que soit x, m6me s’il varie, pourvu 
qu il reste fini; en d autfes termes, f(x, z) ifend iiniforinement 
vers 1, ejuandz tend vers zero, pourvu que x reste compris entre 0 
et une limite superieure fixe L, 
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Je dis alors que, si Ton fait tendre z vers zero et augmenter X 
indefiniment, on a : 

, ^ dx 

Inn J (z) — I — ^ • 

^ Jo ? (x) 

Ponr demontrer ce leinrae, posons : 

dx 


'(P) 


? (^) 


En vertu de la premiere hypothese, I’integrale a un sens 
quand p est indni et 1 on pent ecrire : 

lim 5 =^ Q (p) = B (co ). 

On sait d’autre part que, si F (x) et <I>(x) designent deux done - 
tions de x continues dans un intervalle a, b, le tbeoreme de la 
moyenne donne : 

jf ' F (x) fb (x) dx = F (^) J cb (x) dx avec a < ^ < b , 

pourvu que <[> garde un signe constant dans rintervalle a,]). 

Appliquons cela a I’integrale J(z) en remarquant qu’on pent 
Tecrire : 


riiyf ax, 
1 'fW J-< 'fW 


on aura 


ou bien : 

(1) J (z) = f (i, z) Q (p) + 1 (i'j y-) (>^-) 9 (?)]•> 

avec les inegalites : 

0<^<p et p<i'<X. 
Transformons la relation (1), on a : 

J (z) = f (i, z) 8 (co ) +f (i, z) p (p) — 0 (co )] 
+ f(i',z) p (X)--O(p)], 



SURFACES ATTIRANTES 


lOI 


ou encore 

J (z) — f z) 9 (go ) + [(■ (^, z) — I z)] [9 (p) — 9 (co )] 

4- < z) [9 (X) — 9 (x' )], 

On a, en outre, les inegalites suivantes : 

1 I <A; I f(i^z) I <A; I f(^,z) — f(i^z) { <2 k- 

on pent clone poser : 

f (i', z) = sA, f (i, z) — r(i', z) = 2 £jA, 

£ et £i etant cles fonctions de ^ et i', restant toujours comprises 
entre — 1 et + 1. 

Posons encore : 

f (^, z) 9 (x ) == 9 (x ) + B. 

B tend unirormement vers zero c[uand, I restant fini, z tend 
vers zero, car, dans ce cas, Lim f(^j, z) == 1. 

L’expression de J (z) devient alors : 

.) (z) = 9 (x ) + B + 2 £iA [9 (p) — 9 (x )] -f- sA. [9 (7.) — 9 (x )], 

d’oii : 

(2) J (z) — 9 (x ) = B -f- 2 £^A [9 (p) — 9 (x )] + eA [9 (7.) — 9 (x )], 


Or, nous voulons demontrer cjue : 


lim J (z) 



9(x), 


ou, en d’autres termes, c[ue le premier membre de la relation (2) 
tend vers zero, ou, si Ton veut, c[ue Ton peut prendre X assez 
grand et z assez petit pour rendre |J(z) — 9(x)| inferieur a un 
nombre donne 'o, aussi petit que I’on voudra. 

Cette demonstration se faitfacilementa I’aicle de la relation (2); 
on a : 


(3) 1 J(z) — 9(x) I < 1 B I +2 A I 9(p)--9(x) | 

-l-A I 9(X) — 9(x) I . 

Le second membre de cette inegalite se compose de trois 
termes. 


loa 
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Oil peut prendre p assez grand pour que le deuxieme 
terme 2 A [G (p) — G (co )[ soit inferieur a-^- 

On j)eut de m6me prendre x assez grand pour que Ic trol- 
sieine terme A[[fJ(x) — 9(oo)]| soit, lui aussi, inferieur 

p et X. etant ainsi fixes, ^ et q' restent finis, quel que soit z, 
et Foil peut prendre z assez petit pour que [Bj soit inferieur 

a , puisqiic, q et etant finis, B tend uniformement vers zero, 
p, 7. et z etant ainsi clioisis, on a : 

I J (^) G I'CC ) I < V] . 

Be lemme annonce cst done demontre. 


44. — On peut demontrer un lemme semblable pour les 
mudes doubles. 

o 

Soit Fintegrale : 


.1 



'■? y) 


dxdy, 


inte- 


etendue ii une aire plane S liniitee par un contour C qiii tend a 
embrasser tout le plan. C’est une fonction de z. 

On fait les hypotheses suivantes : 

B’integrale 

/* dxdy 


garde un sens et restc finie quand on Fctend ii tout le, plan. 

2° La fonction ^ (x, y) est positive en tout point x,y du plan. 

3° La fonction f(x, y, z) reste finie et Fon peut lui assignee unc 
liinite siiptu’ieure A. 

4" Cette mftme fonction f tend uniformement vers 1, quand z 
tend vers zero, le point x, y restant ii Fintcrlcur d’un contour 
ferine, aussi etendu qu’on le vent, mais fixe. 

Dans ces conditions, jc dis cjuc Fon a : 


lim J (z) 




dxdy 
cp fx, v) 
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I’integrale du second membre etant etendue a tout le plan, 
lorsque la courbe C s’agrandit indefiniment et que z tend vers 
zero. 

Pour demontrer ce lemnie, on considere un cercle S ayant pour 
centre I’origine et pour rayon p ; on pose : 

M f y) 

La premiere liypothese montre que 9 (co ) a un sens et Ton pent 
ecrire : 

6 (p) = 9 (co ) . 

Cela pose, snpposons le contour C assez grand pour que S con- 
tienne S et appelons 

J(z), .L(z), 

les valours de I’integrale proposee 

J 'f(^,y) 

quand on I’etend respectivement au champ C tout entier, au 
cercle S, a la portion comprise entre C et S. On a evidemment : 


( 1 ) 


j'+ j' 


L’application du theoreme de la moyenne a chaque membre 
de I’egalite (1) permet d’ecrire I’egalite : 

( 2 ) J(7,) = f(5,r,.=!)6(p) + f(S',V.z)[9.-()(p)]. 

/ dx dy 

— y, quand on 

I’etend au champ limite par la courbe C ; designant les coor- 
donnees d’un point situe al’interieur du cercle S; r/ celles d’un 
point situe entre les courbes C et S. 

Le reste de la demonstration se fait comme pour le lemme 
precedent. 

45. Composantes de I’attraction. — Les composantes dirigees 
suivant M^X et M^Y s’appellent tangentielles; elles 
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sont Gxpnmees par des integrales qiii varient continument 
(piaiicl le point M se deplace et franchit la surface aii point M„. 

La coniposante dirigee suivant M^Z, dite coinposanle nor- 
niale, est expriiuee par une integralc semi-coiivergente et 
eprouvc unc brusque discontinuite quand on Iranchit la surface. 

Nous allons prcci.ser cos enonccs eii commencant par I’etude 
de la coniposante noruialc. 


46. Etude de la composante normale. — La coniposante nor- 
inale Z est expriiuee par rintegride : 


'H 


• id // 


dw', 


qui pent s’ecriro : 

( 1 ) 


(Ics integrales sont etendues a tons les elcnients dw' de la sur- 
face attirante. 

Z est ainsi exprimee par la ddference de deux integrales quo 
nous allons examiner successivement. 

Remarquons tout do suite, qu’au point de vuc de leurs discon- 
tinuites, il sulfit d’etendre ces integrales a la calotte S,,. 

Placons-nons done dans ce cas. 

Voyons d’abord la premiere Zj— j dtu'; transformons-la ; 




’ [x' '/! dx'dy^ 


I’inteffralc du second inemlire est de la forme : 


/ 


f(x',yO dxMy^ 
r 


en posant : 


/ 


COS CD r" 


:f(x',/). 
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La fonction f reste fmie puisque : 

<Y et 


cos C3 




<D, 


et que, par suite, 


L’integrale consicleree est done (42) une fonction continue. 

47. — Etuclions maintenant la seconcle integrale qui entre 
dans Lexpression de Z. Cette integrale est : 


Z 




•dwY 


On pent I’ecrire : 


/’ z r'* 
j — -pT 


cos 




ou encore, si Ton appelle p la densite au point M^, 

( 1 ) / 


en posant : 




•„/3 


r cos ip p, 
Cliangeons de' variables et posons ; 

x'= iz, 

y' = riz. 


La fonction sous le signe dans Z^ est ainsi transformee en 
une fonction de •/], z. 

Voyons quel est le champ d’integration. 

L’integrale Z^ etait etendue, dans le systeine des anciennes 
coordonnees x', y', z, ii la projection sur le plan des xy de 
Faire S^. Nous pouvons toujours choisir le contour de de 
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maniere qiie S',, soit uii ccrcle, ayaiit le point M„ pour centre. 
Soit p son rayon; Tequation de ce cercle est : 


( 2 ) 


Par le ^changemeirt cle variables, I’integrale (1) devient : 

Xy. 


/XT 


T 


[(a — ij- + (P — H- 1] - 
cette nouvelle integrale etaut etendue an cercle : 


^‘^4-rr 


p’ 


lequel tend ii einbrassCr tout le plan des quand z tend 
vers zero. 

Cela pose, exaininons la fonction X. 

D’abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inega- 
lites demontrees an paragrapbe 40 : 




< 


P- 


Je dis, de plus, qiie cette lonction tend vers 1 uniformemenl 
quand, ^ ct •/) restant finis, z tend vers zero. 

Considerons en ellet le rapport-^, il a pour expression en 


ceneral 

D 


(x' — x) ^ -h (y' — y)~ + 

L --H (y' — .y)' + - 


Remplaeoiis, dans ce rapporl, z' par son developpement en 
Ibnction de x', y' ; ce developpement est, d’apres nos livpotbcscs, 
line serie ontibre procedaut suivant les puissances croissantes 
de x', y' et coinineneant par des termes dii second degi-e : 

yj ■=: ax'" — |— ]jx'y' — |— cy'" — 

Le rapport ci-dessiis pent done s’ecrire : 

j" fx' — x)- 4-(y — y)' + ^~ 


(x' — x)- -f- (y' — y)" + + ^y'~ “ 
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Exprimoiis-le a Taicle des nouvelles variables q,Yi, z, il devien- 
dra : 




((3 — ■/■!)- + i 


L (a — ( 1 ^ — ’'‘''i)" H“ (a^'z -(— b^Yjz -)- crj^z -j— — 

Quand z tend vers zero, ^ et v] restaiit finis, ce rapport tend 
vers : 

(a — + (1^ — 'n)" + 1 A 


(a — — r.)^+l 




Ainsi —r .considere comme fonction de ^,T( et z, tend vers 1 
r 

quand, ^ etT, restant finis, z tend vers zero ; on pent done ecrire : 

J ./3 

— jp=l-j-£,p 

r 

Sj etant line fonction de I, yi, z qui s’annule pour z==: 0, si ^ et vi 
sont finis, quelles que soient d’ailleurs leurs valeurs. 
Considerons maintenant rexpression : 

uJ 1 


cos 'f p. 


Nous avons suppose que - -- -- est developpable en serie proce- 


COSCS 


dant suivant les puissances croissantes de x' et y'; il en est done 
1 iJ.' 

de m6me de , puisque u est une constante. Le terme tout 

U. cos 3 ^ ^ ' 

connii dans ce develojDpement est evidemment la valeur de I’ex- 
pression consideree pour x^ = y' — 0, e’est-a-dire pour le 
point M„. Or, en ce point, on a : 

p/=: [j. et cos cp = 1; 

on a done : 

1 


cos a y. 


1, 


au point et Ton pent poser, en general, 

cos CS U. 


( 3 ) 
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etantune fonctioii cle x', Y qui s’annule en M,,; si nous coiiside- 
rons I’expression etudiee comme line fonction de ■/], z, on pent 
encore ecrire I’egalite (3), s, designant uiie quaiitite qui s’an- 
nule quand z s’annule et que i et 'r\ resteiit finis, etant d ailleurs 
qiielconcj[ues. 

La fonction A prend ainsi la forme : 

A — (i -f- s,) (1 -)- sj — 1 -f- £3. 

Dans cette formule, £3 est, comme Ej et une loiiction de 
^,7), z qui tend uniformeraent vers zero, cjuand z tend vers zero. 

11 est done demontre que la fonction L tend uiiilormement 
vers 1, quand z tend vers zero, \ et '/) pouvant varier, mais restant 
finis. 

Dans cette demonstration, nous avons suppos6 ciue la densite p' 
est une fonction analytique cle x',y', au voisinage de Mg. Cette 
hypothese n’est pas necessaire ; il suffit cle supposer cj[ue la den- 
site Y est simplement continue par rapport aux variables x',y' ; elle 
est alors uniformement continue par rapport a z et Ton pent 
ecrire encore la relation ( 3 ). 

Reprenons maintenant Fexpression (2) cle : 



et considerons la fonction : 

}/ = ~~ [{a. — If + (,3 — vf H- 1] ' J 

r" 

c[ui entre en denominateur sous le signe | . 

Cette fonction a evidemment un signe constant; de plus, elle 
est telle que Fintegrale .1^, 



etendue au cercle Sg defini plus liaut, tend vers une limitc .Ij 
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quand le cercle s’etale inclefiniment et tend a embrasser tout 
le plan. 

Nous demontrerons cette propriete tout a I’lieure ; adniettons- 
la pour I’instant et tirons-en des consequences. 

L’integrale a aiiisi etc mise sous la forme : 

Nous pouvons lui appliquer le lemme demontre au paragraphe 
precedent; A possede les proprietes de la ibnction f et V celles 
de cp. Cette integrale a done une limite, quand z tend vers zero 
et que le cercle Sg s’etale indefiniment, et cette limite est egale ii 
celle de I’integrale Jg, c’est-ii-dire a Jj. On pent done ecrire : 

lim,=, I y d^drj ~ 
ou 

liin^sjo — — >1 [ • 

Demontrons maintenant que la limite .1^ existe et evaluons sa 
valeur . 

Considerons done I’integrale : 

cUdr, 

etendue au cercle Sg ' 



et calculous sa limite quand Sg s’etale indefiniment, e’est-a-dire, 
en revenant aux anciennes variables, calculous la limite de I’inte- 
grale : 

T 

Jg 


dx^dy' 


AS’J 



quand z tend vers zero. 
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Figurons (fig, 34) Felement ab = clx'cly' du clomaine Sq dans le 
plan des xy et considerons le cone, ayant pour sommet le point 

r 

1 



M etpour base cet element; appelons a Tangle de Ma avec Taxe 
des z et dr Tangle solide d’ouvertiire de ce cone ; on a : 

Ma = 1'', cos a = ? 

r 

, dx''dy' z dx'dy' 

do- .,cosa = 

L’angle solide Q d’oii Taire Sq est viie du point M est done ; 

[' z dxfily' 

y — I — j 

et Ton voit cpie : 

Quand z tend vers zero, Q tend vers ± 271 et 1), vers ±; 27:^; 
Jg a done une limite Jj quand z tend vers zero, et cette limite est 
egale a + 27:p., si z tend vers zero par valeurs positives et a — ■ 
dixp., si z tend vers zero par valeurs negatives. 11 en est de meme 
de Tintegrale puisque 

lim.^oZg — Jj. 

48. Resumons tout ceci : 

Nous avons mis Z sous forme d’une difference de deux iute- 
grales Z^. et : 

Z=z,-z,. . 
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La premiere Zj reste continue quancl on Iranchit la surface. 

Quant a la cleuxieme Z^, elle tend vers + 2 7 t p, ou 2 u., sui- 

vantqueM tend vers dun cote ou de I’autre de la surface. 
Considerons-alors deux points M' et M" situes de part et d’au- 


.M' 
Mo 


• M" 

Fig. 35. 

tre de la surface et tres voisins de M„ (fig. 35). Soient Z' et Z", 
Z j et Zj^ , Z^ et 7J^ les valeurs respectives de Z, Zp Z,j en chacun 
de ces points. On a : 




d’oii : 


au point M' : Z' ~7j[ — Z^, 
au point AL' : 7J' = 7Jl — Zf , 

7J~7J' = 7J,-7J^ — iZ’-7J^. 


Supposons le point M' situe du cote des z positifs et AI" du cote 
des z negatifs, puis faisons tendre Af et AI" vers AI„; la fonction 
Z^ etant continue, la difference Z( — Z'/ tendra vers zero; Z( et Z'" 
tendront respectivement vers + 27t^u. et — leur difference Z^ 
— Zf tendra done vers dirp. et par consequent la difference 71 — T!' 
tendra vers — 4'rLpi.. 

La composanle normale de V ailr action eprouve done un saut 
brusque de kr^\x quand on franchit la surface au point ou la 
densitc est [j.. 

Les raisonnements qui precedent n’ont ete faits, il est vrai, 
que pour la calotte de surface Sy; mais, la partie restante de 
la surface n’influant pas sur les discontinuites quand on tra- 
verse Sy, la discontinuite de la composante normale est la meme 
pour la surlace S entiere que pour la calotte Sg qui entoure le 
point Afy oil Lon francliit la surface. 

49. — Continuite des composantes tangentielles. — Les compo- 
santes tangentielles varient continument quand on franchit la 
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surface. C’est ce c[ue nous aliens montrer en etudiaiit Tune cl’elles, 
X, par exemple. X a pour expression : 



— x) clx'cly' _ 
r® cos o ’ 

4 


cette integrale n’est etenclue qu’a So, puisque, pour I’etucle des 
discontinuites, on pent substituer S„ a S. 

Comparons-la a la suivante : 



dx%^ 
r''*cos 'f 


X' est une des composantes de I’attraction d’une surface plane, 
la portion So du plan des xy, sur laquelle serait repandue de la 

nj 

matiere attirante avec line densite egale ii . 

" COS'.p 

Etudions la clifFerence X — X' : 



Nous aliens faire voir que c’est une fonction continue de x,y,z. 
On a : 



Cette relation perniet de trouver une limite superieure de 


_1 ^ 

On a en effet : 

1 N — r I <z', 
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car r, r', yJ sont trois cotes d’un triangle PP'M. De plus ; 


1 1 1 

■ ■ ;) / < — 1 ? 

r r' r' ' r " 


1 


1 1 




i-r- r 


-l-<4+4 


et par suite : 


et, enfin, 


r*r' ' r^r'^ 


rr 


./3 


3 . 3 


< “77 + “T’ 
r * r^ 


1 1 1, 

;l /ji 

1 < 7 / 


1 J..J j,./,) 


^ P' r^ ; 


Translormons encore cette inegalite, en nous servant cles 
rcmarques etcles notations clu paragraplie 41. 

On a : 


-<c C 


croii 


et 


ou 


-i<cl 

r' r 


4-< 

r/.'e 


3 1 

4<3C'‘4 


Done 




OU bien, en posant 3C'‘ -f- 1 = E : 


3 3 E 


PoiKGARE. Potent. Newt, 
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Ii4 


Posons : 


On a : 


' COS CD \ r'* r''® / 


<■ 


X X 


Ez' 


r" 


car : 


<YED 


<D. 


x' — X 


Enfin remarquons que 


X — X 


< 1 ; nous pouvons ecrire 


(1) 



XED 


Prenoiis alors I’integrale X — X'; 
fonction sous le signe j , 

Posons : 



nous 


avons appelc F la 


I’integrale clevient : 

_ X = dx'cl/ ; 


or, en vertu de I’iiiegalite (1), on voit que la fonction est limitee, 
car : 

I cl, I <yED. 

Done I’integrale X' — X cst absolument convergente et repre- 
sente une fonction continue (42). 


50. Cela etabli, etudions X' et demontrons que X^ est conti- 
nue; nous aurons ainsi demontre que X Test aussi. L’etude de X 
est par lii ramenee a celle de X'; nous avons ainsi substitue, a 
I’etude de la composante pour une surface quelconque, I’etude 

de la composante pour une surface plane a densite variable 
Ramenons ce cas lui-nierae au cas ou la densite est constante. 
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L’integrale X' pent s’ecrire 


^ ^dx'dy' 4-/-^^ ^ dx'dy'. 


Appelons J^' la premiere integrale et la seconde : 

X' = J^+J,. 

L integrale est cle la forme j dxdy, si Ton pose : 
$ 


x' X 1 

1^' 


xf— : 

!Li_( 




V cos CO 

1^; - 

' r' 


^ cos CD 



On voit, sans peine, que la fonction <I> est limitee, car : 


1 ° ■ 


X' — X 


< 1 . 


2° On pent tronver un nombre K tel que : 


cos cp 


<K; 


cela resulte de ce que le nuracrateur du premier membre a 
pour partie principale, quand x' et y' sont infmiment petits, un 
terme de la forme : 

■ax' + by^, 

et cela m^me tient a la remarque deja faitc (40 ) que le terme 

uJ , , 

tout connu du developpenieiit de — ^ — , suivant les puissances 

cos Cf 

croissantes de x' et y', est le nombre p. lui-meme. 

La fonction <& est done finie et, par consequent, I’integrale J, 
est line fonction continue. 

Le probleme est ainsi ramene a I’etude de .Tj, e’est-a-dire au 
cas d’une surface plane de densite constant? p- 

Cette surface plane estici ; nous savons qu’on peut s’arran- 
ger de maniere que soit un cercle, ayant pour centre Mj,. 
L’enonce de la proposition a demontrer est done reduit au suL 
vant. ■ 
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Soil (fig. 36) une aire plane attirante, de densite constante ij., 
limitee par une circonference C, dont le centre est M^. Soit un 
point M, voisin du plan du cercle et tendant .vers le point Mg sur 
la droite MM^; on considere I’attraction en M et la coinposante 

de cette attraction parallele a 
une droite fixe x'x du plan du 
cere :le lorsque le point M tend 
vers Mg et traverse le plan, cette 
composante reste continue. 

Pour demontrer cette propo- 
sition, designons par M' la pro- 
jection de M sur le plan du 
cercle et, du point M' coniine 
centre, decrivons une circon- 
ference C' tangente, interieu- 
rement a la precedente. 

Designons par S, S', S" les 
aires comprises respectivement: 
a I’interieur de C, a rint6rleur de C', entre C et C'; appe- 
lons A, A', K!' les composantes correspondantes de Pattraction 
en M. On a : 

A = A'+AA 



Fig. 36. 


mais, par raison de symetrie : 

A' = 0. 

Done ; 

A = A". 

Or, quand M tend vers Mg, M' tend aiissi vers Mg et I’aire S" 
tend vers zero; done A" tend vers zero. Cette composante reste 
done continue quand M traverse le plan en Mg ; il en est alors 
de nieme de Jj. L’integrale X', qui est la somme de deux fonc- 
tions continues, reste aussi continue, et enfmX joiiit de la m6me 
propriete. 

II est done etabli en general c[ue : Les composanles langen- 
tielles de V attraction reslent continues quand on traverse la sur- 
face. 

Remarque. — Placons-nous dans le cas general. 
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Quancl M tend vers M„, z tendant vers zero, X a nne limi;te 
independante du cote de la surface ou se trouve le point M. 

Appelons cette limite. D’autre part, prenons la valeur de 
I’integrale an point M„, c’est-a-dire en y faisant brusque- 
nient z = 0. On sait (28) que Ton obtient ainsi une integrale 
convergente et qu’on la calcule, en entourant le point d’une 
courbe C que Ton fait ensuite evanouir. La limite ainsi obtenue 
est-elle egale a H,,? Cette question n’a pas de sens precis, car 
I’integrale convergente qui fournit la valeur de X au point 
est semi-convergente. Sa limite depend done de la succession 
des formes que prend la courbe C en venant s’evanouir au 
point M„. 

Cependant, parmi ces valeurs, on pent en distinguer une que 
Ton appelle i>aleur principale et que Ton obtient en faisant eva- 
nouir la courbe C, de maniere qu’elle se projette toujours sur 
le plan des xy, suivant une circonference ay ant pour centre. 
Designons par X^ cette valeur principale, on pent demontrer que 
Ton a : 


X„ 


Je me contente d’indiquer le resultat sans le demontrer, 


51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et resumons 
rapidement les resultats de toute cette etude. Supposons que le 
point M vienne traverser la surface, au point M^, oil la densite 
egt p ; soient a, [3, y les cosinus directeurs de la normale en ce 
point Mg. Au lieu des composantes de Pattraction, considerons, 
ce qui revient au meme, les derivees premieres du potentiel. 

dV 

Laderivee suivant la normale , fait un saut brusquede 4Tcp. 


Les derivees -r — , — font des sauts brusques, egaux res- 

dx Dy oz i o 

pectivement a 4aTtp, 4j37rp, 4YTcp et les valeurs principales sur 

la surface, en M^, des integrales qui representent ces derivees 

sont egales respectivement a la moyenne arithmetique des valeurs 

obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des- 


sous. 
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52. Remarque sur les deriv^es du potentiel d’un volume atti- 
raut. ' — Soit T un volume attirant, S la surface qui le liniite ; 
soil potentiel est : 

t,/(T) ■ r - 

dV 

L’une cle ses derivees, exemple, est donnee par : 



C’est la somme de deux potentiels, Fun de volume, Faiitre de 
surface (36). Les derivees premieres de V sont done continues 
quand on franchit la surface S . 

dV 

Si, maintenant, on prend les derivees de on voit, en consi- 

derantle second membre, que les derivees clu potentiel de volume 
(premiere integrale) restent continues en vertu de la remarque 
precedente; mais les derivees du potentiel de surface (deuxieme 
integrale) eprouvent des discontinuites. Les derivees secondes 
du potentiel V eprouvent des discontinuites. Elies se calculent 
sans peine. Les sauts brusques sont : 


. O’-V 

pour 

0>Y 

dxdy 

__ yy 

dyOz 

___ 

Ozdx 


4a2 


Tup, 


: 4a[i7rp, 
: 4i6Y7cp, 

4 avTip, 




: 4 j3 '“7cp , 


d-^V 


Le laplacien AV fait un saut brusque de 47rp, ce que nous 
avait montre deja Fequation de Poisson. 
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53. Cas singuliers. — Dans I’etude cles surfaces attirantes, 
nous avons fait deux hypotheses. 

1'’ Le point est un point ordinaire de la surface et elle y 
possede un plan tangent bien deter- 
mine. 

2“ z' est developpable suivant les 
puissances croissantes de x', yb 

Nous avons vu que, dans ces condi- 
tions, les composantes eprouventdes 
discontinuites, mais restent finies. 

II n’en est pas de meme, si on sup- 
prime ces hypotheses. En voici deux 
exemples. 

1® Surface coniqne. — Soit un 
cone droit SA„Bo (fig. 37), sur la sur- 3-. 

face duquel nous supposons repandue 

une couche de matiere attirante, de densite constante. Proposons' 
nous d’evalucr rattraction au somniet. 

Sur Pune des generatrices SA^ prenons les longueurs : 

SA, =4-SA, 

■ SA, ■=-hsA, = i-SA„ 

SA, = — SA,= ^SA.. 

SA„ = -^ SA, i SA„, etc. 


Paries points de division — , A^... menons des plans 

paralleles a la base A„ B„. Nous partageons ainsi la surface du 
cone en portions, dont le nombre est illimite ; leurs attractions 
newtoniennes, au sommet du cone, sont egales ; leur somme, qui 
est I’attraction du cone entier, est doncinfinie. 

2° Bord d'um surface alLirante. — Soit une surface attirante 
ayant la forme d’un demi-cercle; supposons-y la densite cons- 
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tante. Soit (fig. 38) le diametre et la demi-circoh- 

ference, qul limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d’evaluer 
rattractioii du demi-cercle au centre 0 de la circonference. 

Prenons sur OA^ a partir de 0 les lon- 
fifiieiirs 




OA„: 


OA, 


OA, 


‘)n 


etc. 


Fig. 38. 


et, par lespoints de division A^, . . 

trucons des demi-circonferences concen- 
tricpies a la grande et limitees au nnfiiie 
diametre. On partage ainsi le demi-cercle 
en demi-couronnes, dont le nombre est illi- 
mite et qiii ont toutes m6me action au cen- 


tre 0. L’attraction totale est done infinie. 

54. Potentiel logarithmique d’une ligne attirante. — Tons les 
resultats obteiius, dans I’etude des surfaces attirantes, s’etendent 
au potentiel logarithmique d’une ligne attirante plane. 

La composante tangentiellc reste continue, quand on traverse 
la ligne ; la composante norraale fait un saut brusque de 27up., 
quand le point attire traverse la ligne, en un point oil la densite 
est Quant au potentiel, il n’eprouve aiicime discontinuite. 


55. Remarque sur un lemme fondamental dans la tlieorie des 
surfaces attirantes. — Un lemme a joiie, dans toute cette tlieorie, 
un role fondamental. C’est le suivant : 


L’integrale 


/ 


r(x3yOdvW' 

r 


est line foiiction continue de x,y, z, si la fonction f reste limitee 
en tout point dii champ d’integration (42), 
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Nous avons ftiit usaffe aussi du lemnie suivant. L’inteerale 


I 


*/. f (x,z) dx 
___ 


clx 

tend vers J — ^ , quand z tend vers zero et que X augmente 

indefiniment,pourvLi que certaines conditions enumerees an para- 
graplie 43 soient remplies. 

Ges deux lemmes sont des cas particuliers du theoreme sui- 
vant. 

Theoheme. — Soit I’integrale : 

etendue a un certain domaine S. 

Supposons : 

1" Que le contour C qui limite S ne depende pas de z. 

2" Que Ton ait en tout point de S : 

f (x,y,z)<?(x,y), 

(0 etant une fonction positive. 

3® Que rintegrale 

f ? tlxdy, 

etendue au domaine S, ait un sens. 

4° Enfin, que Ton ait 

Lim, 0 f (x, y, z) = i (x, y , 0) , 

quels que soient x et y, pourvu qu’ils restent fixes. 

Dans ces conditions, on a la relation : 

Lim, = oJgj f(x, y, z) dxdy = f (x, y, 0) dxdy. 


LIGNES ATTIRANTES 

56. Potentiel newtonien d’une ligne attirante. — Soit (fig. 39) L 
une ligne attirante, p' la densite lineaire variable d’un point a 
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Faiitre de cette ligne. Soit, en outre, Mg un point cle L et M un 
point exterieur a L, mais situe dans le plan normal a la courbe 
mene par Mg. Nous nous proposons de voir ce que devient le 

potentiel newtonien, en 
M, lorsqne ce point tend 
vers Mg en suivant la , 
normale MMg. 

Appelons ds'' un ele- 
ment de longueur de la 
ligne L, P le centre de 
gravite de cet element, 
r la distance MP ; le 
potentiel, en M, a pour 
expression I’integrale 
eurviligne 

jxW 

r 



Y 


/ 


etendue ii tons les ele- 
ments ds' de L. Pour 
I’etudier, prenons pour 
origine des coordon- 
nees Mg, pour axe des X, la tangente en Mg, et des axes rectangu- 
laires. Appelons 0, y, z les eoordonnees de M^x', y', z' cclles de P ; 
projetons P en P' sur I’axe x'x ; les eoordonnees de P'sont : x' 0, 0. 
Menons les droites MgP, MgP', MP, MP' et posons : 


p = MMg = \/x^-J- y'^ -f-z“ — \/y‘^ -j-z^ car x = 0, 

r = MP =v'-''" + (y-yT+(^-^?. 

r' =MP' = \/x'- -j- y- -j- z‘^, 

rg^MgP^V'x'^-H/^ + ^A 

r; = MgP'=x'. 

Partageons la ligne L en deux troncons, Lj et L^, le point Mq 
se trouvant entre les deux extremites de Lj. Le potentiel V est 
la soinme Vj + ^^2 potentiels respectifs de et L^; le poten- 
tiel Vg de Lg reste continii quand on traverse la ligne en Mgj il 
nous suffit done d’etudier Vj. 



LJGNES ATTIRANTES vi’i 

Appeloiis 'f Tangle de la tangente en ds' avec Taxe des x, 
on a : 

dx' 


ds'= 


cos Cfl 


On pent choisir le troncon L, assez court pour que, en cliacun 
de ses points, on ait 

i 


cos C5 


<K, 


K etant un nombre fixe ; cela est possible, puisqu’au point Mg, on 
a : cosffl=l; si nous supposons, de plus, ixMonction holomorphe 

, p/ 

de Tare, on pent assignor sur une limite superieure y a ^ et 


ecrire 


cos CD 


<Y- 


Enfin on pent facileinent montrer, comme nous Tavons fait dans 

r r^ r . t! ^ -f" 

Tetude des surfaces, que les rapports — 5—5 — 

r r r Tq lo 

restent finis ; appelons alors A,B,C,D des liraites superieures 
de ces rapports, il vient : 


— <B; ^<C; 

i» T» 1'' 


1VMi£L<d. 


dx' 


Abordons maintenant Tetude de V^. 

57- Vj pent s’ecrire : 

y C __TL_ 

- J cosep 

Cette integrale est etendue a la portion de Taxe des x, 
laquelle est la projection, sur cet axe, du troncon de courbe 
= AB. 

Comparons cette integrale a la suivante : 

A dx' 


et il Tintegrale : 


Y['= 


cos CD 
r pidx' 

I y 



{ 
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Ces trois integrales, etendues an meme champ rejire- 

sentent, toutes trois, les potentiels eii M de la meme portion dc 
ligiie droite Mais, dans Vj, la densite est variable et d’lme 

expression assez compliqiiee : 

r^ _ 

cos CD r ’ 

i 

dans V/, la densite est plus simple, mais variable encore : ; 

enfin, dans V/'_, la densite est constante, elle a pour valeur celle 
de la densite p. qui existe, en dans la distribution primitive. 
Nous allons ramener I’etude de ii celle de V/, puis a celle 
de V/'. A cet efFet, ecrivons Vj de la manierc suivante : 



oil, en appelant Jj la premiere integrale, J,; la seconde, la troi- 
sieme : 

Vj = -f- + J.j. 


Etudions successivement ces trois integrales. Gommencons 

par .Tj^. Montrons que la quantite sous le signe ( reste finie : 

u/ , , 11 

— = reste mferleur en module a y; quanta r, on pent 

cos CD 1 ’ J. j,/ ? i 

I’ecrire : 


dr 


et 


done 


I 1__ r'— r 

r r' “ 


M./ 


ri 


E r 1 <\/y'-+ 


1 1 1 
77 <" 7 - 4 --^ 


< 








■'%S. 


I 
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Reportoiis-nous maintenant aux limites superieures indiquees 
au paragraphe 56 ; on voit que 

. liLl!; — <DAS 

r“ 




r,/2 


<DA^e. 


Bref 


est fini; la fonction, qui est sous le signe j 
dans Jp est done limitee. 

Occupons-nous de La fonction sous le signe J* est 


cos CO 


[V etant une fonction holomorphe ( 56 ) de x' , — u est de- 

cos o ‘ 


veloppable, suivant Ics puissances croissantes de x'; il n’)" a pas 
de terme tout connu, le developpement commence par un tenne 
du premier degre et le rapport suivant : 


cos CD 


reste fini ; soit a une limite superieure de ce rapport, on pent 
ecrire : 




cos cp 

p- 

x' 



< a, 


et, par suite, 


Or : 





cos cp 


< a 

x' 

r/ 

r/ 




x' 


C<aC 

x^ 

a 

r' 

< a 




r 



A < aAC . 


La fonction sous le signe J", dans J^, reste done limitee. 
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Noils venous de clemontrer que, dans Jj et les fonctions sous 
le signej^sont limitees; montrons qu’on pent en conclure la con- 
tinuite de ces deux integrales^ considerees comrae fonctions dep. 
Faisons la demonstration pour .1^. Appelons Jj® la valeur de I’iii- 
tegrale au point : 




cos C9 \ I 


dx' 


Je dis que ; 


( 1 ) 


Lim .1, = .i;. 


Posons, en effet, 


I\LA' 




les limites des integrales Jj et JJ sont — a et b 

^ ^ 

r r' 


cLa cos Cp \ 


dx et JJ 


t/_ a COS cp 


1 


1 


dx'. 


II nous suffit evidemment de demontrer la relation (1) pour les 
limites o et b, la ni6me demonstration s’appliquant aux limites 
— a et b. 

Demontrons done que : 


limj= 0 1 


P- 


COS CD 


dx' 


0 COS CD 


Soit rj, un nonibre coinpris entre 0 et b; on a evidemment : 

= -+- I • 

Uo Jr, 

n y.' dx' 


Posons : 


cos CD 


,f 


dx' 


i/q cos cp r' 


dx' 


r" u' dx' , p'' u.' 

u = / — ^ — , J — 

Jr, cos cp r cos cp 

Enfin, ajipelons Vo, Vq', Uq, Uq' les . monies integrales oil I’onrem- 
place r et r' par r,, et . Alors, M designant line lirnite superieure 
de = 

Y./ 


COS o 


V — v' I < M-/] , 
Vo — v'o 1 < Mri . 


on a : 
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D’ailleurs, clans les potentials u, uVuq, Uo^ le point n’est pas 
nil des points attirants, puiscpe ces integrales ont pour limites 
‘r\ et b. 

Ces potentials sont done continiis, an voisinage de Mq. Ecrl- 
vons alors : 



et soit E un nombre positif donne aussi petit cj[u’on le voudra ; 
nous pouvons clioisir r, de telle maniere cpie : 

Mrj < -f-; 

4 

alors on aura : 

|v — V~(v„~v„) 1<-|; 
v) etant ainsi fixtb prenons p assez petit pour cpie : 

I u — Hq I < 

1 id — id,, I < 

le premier menibre de I’egalite (2) est ainsi rendu plus petit 
cj[ue £. II tend done vers zero, c|uand 0 tend vers zero, et la pro- 
position annoneee : 

Lini = J,", 

? = 0 

est demontree. 

Jj est done une fonction continue ; la merne remarc[uc s’ap- 
plique a 

Avant d’etudier J3, laisons une autre remarcpie : Jj n’est autre 
cj[ue V, — V(; demontrer cfue e’est-a-dire — V^, est continu, 
e’est ramener I’etude de la continuite de a celle de AY 5 
-de nn^me, Y est egal a — V”; le probleme est ainsi ramene a 
I’etude de V”, cj[ui n’est autre cpie I’integrale 
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58. Etudions done I’integrale 

IX etant constant, elle s’ecrit ; 

dx' 

et a poui’ valeur : 


2 o. 1 


p. log 


2 \/ab 


On a done, pour Texpression suivante obtenue en develop- 
pant le logaritbme : 

2pLlogp-H2^1og2\/ab 

et, pour V^, 

Vj = — 2 plog p H- 2 [X log 2 ab + (VJ — VI”) 

+ (v(«-vr)+w(p), 

v«, Vi® etc., etant les valeurs jles integrales an point TVIj, 

et "^Fip), une quantite qui s’annale avec p. 

Posons : ; 

N = — 2 plog 2 V^ab -1- (VJ — V|“) H- (VJ® V/®), 
on aura : 

Vj = — 2 p. log p + N -|- W(p)- 
On voit que le potentiel Vj et, par suite, le potenliel V de la 


A B 

Fig. 40. 


ligne entiere augraentent indefiniment, quand le point M s’ap- 
proelie iiidefiiiiment d un point Mq de la ligne. 

La quantite N, qui entre dans son. expression, ne depend pas 
de p ni, par suite, du point M, inais seuleinent des cooidonnecs 

du point Mo. 

Calculous cette quantite dans deux cas particuliers : celui 
d’une droite liomogene et celui d’une circonference homo- 
gene. 
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Soit AB (fig. 40), un segment cle ciroite attirante homogene de 
densite [x, les aiitres notations ^ant les m6mes que precedem- 
ment. On voit sans peine que Fexpression 

V“ ■— + (Vf — 

est egale a zero ; la quantite N se reduit done a 


N — 2 p. log 2 l/ab, 

a et b etant les longueurs M,A et M.B. Le potentiel prend alors 
la forme : 

V, =+2^1ogl^; 

P 

e’est Fexpression que nous avions trouvee au paragraphe 14. 
Passons au cas plus important d’une circonference homogene. 


59. Cas d’une circonference homogene. — Nous avons dejii (17) 
calcule le potentiel d une circonference homogene, en un point 
interieur ou exterieur, a Faide de la moyenne a?'ithmeiico-geo-- 
metJ'ique de- Gauss. 

Voyons ce qui se passe, quand le point attire M est tres voisin 
de la circonference. 

Menons toujours (fig. 41) la normale MM^ et appeloiis p la 
longueur MM^; soit, en outre, [Jb 
la densite de la matiere atti- 
rante. Le potentiel, en M, est 
donne par Fexpression : 

(1) V = — 2 p. log p -f- N j Ml 

nous negligeons ¥(p) qui s’an- 
nule avec p. 

Nous avons dit que la quan- 
tite N ne depend pas des coor- 
donnees du point M, mais pent 
seulement dependre de celles du point M,, ; ici, en vertu de la 
symetrie, N ne depend meme pas de la position de M„ et, par 
suite, son expression ne doit contenir que la densite p. et le rayon a 
du cercle; voyons de quelle maniere p. et a entrent dans N. 

PoiiMCARi. Potent. Newt. o 
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Le potentiel V envisage sous sa forme ordinaire 

ds' 


(2) 


V 


-I 




est manifestement proportionnel a [j.; mais, envisage sous la 
forme (1), 11 se compose de deux termes, dont le premier est 
proportionnel a p. ; le second, N, doit done 1 etre aussi. 

Cela pose, considerons encore V sous la forme (2) ; dans I’m- 
tegrale du second membre, [x est un nombre, ds' et r sont des 
longueurs ; si Ton 'multlplie toutes les longueurs par un m6me 
° ds^ 

nombre, le rapport ne change pas, V ne change done pas non 

plus. Par consequent, quelle que soit la forme de son expression, 
le potentiel V doit ^tre homogene et de degre zero par rapport 
aux longueurs qu’il contient ; par exeinple, si on 1 exprime, 
comme dans la formule (1), en fonction de p et a, line doit con- 

tenir que le rapport de ces deux longueurs. 

D’apres tout cela, V doit htre necessairement de la forme sui- 
vante : 

(3) V = — 2p.log-^ + K[a, 


K etant un nombre, independant par consequent des quantites p, 
a et p.. 

Pour achever le calcul de V, il nous reste a calculer K. 

Nous nous servirons pour cela des resultats etablis anterieure- 
ment (17 et 18). Soit M, le point oii MM^ perce de nouveau la 
circonference ; posons : 

5 = MM,, 

et appelons <p (p?^) Pinverse de la moyenne arithinetico-gcome- 
trique de p et 3 ; on a (18) : 

V = 2 7:pacp(p, oj. 

Considerons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfe- 
rence et passant par M^M^ ; prenons ce plan P comme plan du 
tableau (fig. 42). Si le point M sort du planprimitif et se deplace 
dans P sur une deuxieme circonference, tracee dans ce plan du 
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point Mo comme centre, avec p pour rayon, la fprinule (3) montre 
que V ne change pas ; dans ce mouvement, S varie depuis 2a + p 
jiisqu’a 2a — p. Donnons alors a M ime position telle que p 



prenne la valeur 2a et calculous le potentiel, en M, dans ces con- 
ditions, On a : 

V = 2 7:pcp(p,2a). 

Rapprochons cette formule de la formule (3) et egalons les 
deux expressions de V, il vient : 

2 Tipacp (p , 2 a) . == — 2 p. log — h Kp.; 

n. 

d’oii : 

?(?^ 2 a) = ^log -1 H 

p 4\.tX 

Donnons maintenant ii a un accroissement 0p dependant de 
p et s’annulant avec liii ; on verifle, sans peine, que cp(p, a) prend 
un accroissement qui s’aiinule aussi avec p ; comme nous negli- 
geons les termes qui s’annulent avec p, nous pourrons negliger 
cet accroissement et considerer comme egales les deux expres- 
sions cp(p, a) et ©(p, a-1- 9p). 

Cela pose, observons que, cp(p, 2 a) etant Tinverse de la 
moyenne arithmetico-geometrique de Gauss, on ne change pas sa 
valeur en remplacant p et 2a respectivement par leurs moyennes 
arithmetique et geometrique ; on a done 

? (p, 2 a) = cp ^a -4- -^, \/2ap ^ . 

Or, en vertu de la reniarque precedente, on a : 
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el, comme, dans I’expression de cp, on pent Intervertir I’ordre des 
variables sans changer «p, on a aussi : 


®^aH--|-,\/2ap^= cp(v/2af 


ap, a) ; 


on pent done ecrire : 

(5) ..... =? (?, 2 a) = cp (v/2 ap, a). 

Reportons-nous a Fegalite (1) et changeons-y p en \/2ap et 2a 
en a, cette egalite deviendra : 

(6) 'f (i/2ap, a) 


2 


loer- 


K 


TC cl 


2 V''2 ap 


Comparons maintenant les egalites (4) et (6) ; les seconds mem- 
bres de ces egalites doivent 6tre egaux, puisque les deux pre- 
miers le sont, en vertu de I’egalite (5); on a done . 


1 , a , K 

^log_+_ 


Tta 


Tia 


log 


K 


2\/2 


ap 


TC a 


ce qui peut s’ecrire, en transformant le second menibre de cette 
nouvelle relation : 


1 a K 

-:^log h o 

Tca ® p 2 Tca 


1 a 

— 


8p 


ou encore : 


1 a K 

— log h ^ 

Tta ° p 27ca 


1 , a 

— log — ■ 
Tca ^ p 


^ log 8 + 


TCcl 


TC cl 


_i_ log L disparait et Ton tire finalement : 

Tca ° p 

K = 2 log8. 

Le calcul de Y s’acheve, en portant cette valeiir de K dans I’ex- 
pression de V : 

^ , 8 a 

Y = 2plog— • 

Telle est la valeur approchee du potentiel, qiiandp est tres petit. 


GHAPITRE IV 


LA FONGTION DE GREEN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET 


60. Theor6ine de la laoyenne de Gauss . — Soit V une fonc- 
tion cles trois variables x, y, z, continue ainsi que ses clerivees 
premieres clans un cei’tain cloinaine; supposons que ses clerivees 
secondes existent et soient generalement continues, les clisconti- 
nuites, s’il y en a, se trouvant sur cles surfaces algebricpies 
d’ailleurs quelconcpies, 

Soit, en outre, un point cle ce cloinaine et S une sphere, 

ayant pour centre et situee clans le cloinaine consiclere ; on 
appelle moyenne cle la fonetion V sur cette sphere I’expression : 



I’integrale etant etendue a tons les elements clw de la surface cle 
la sphere et r etant le rayon cle cette sphere. Soit enfm la 
la valeur cle V au point Mg. 

Le theoreme cle la moyenne cle Gauss est le suivant : Si la fonc- 
lion V satisfait a Tequation cle Laplace 

AV = 0, 

en tout point clu cloinaine, on a la relation : 

M = Vg, 

cjuel c[ue soit r. 

Pour demontrer ce theoreme, changeons cle variables et pas- 
sons en coordonnees polaires ; les formules cle transformation 
sont : 

X — r sin 6 cos f, 
y == r sin 0 sin f, 
z == r cos 9, 
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roriglne primitive et la noiivelle etant toutes deux an centre M. 
de S et les courbes 

c5 =: const, G = const, 

designant les meridiens et les paralleles de la spbeie. 

Partageons la sphere en elements de surface tres petits, dw, a 
I’alde de ces deux systemes de courbes; on a : 

tho = r* sin G dG dcp, 


et Fexpression do M devient : 

Y r'-sin G dQ d^ 


M 


I- 




sin GdGda, 


4 7:r' 4' 

les limites de cctte derniere integrale etant : 

pour cp : 0 et 2Tr, 
pour G : 0 et 7c. 

Les limites etant constantes, on pent differentier sous le signe | , 
et ecrire : 


dM 


dr 


/■ 


sinQ dV 


4?: dr 


dG da, 


ou, en revenant aux anclennes variables, 

dM _ r dV dco 
dr J di- 
ce qui pent s’ecrire : 

dM __ r dV do) ^ 

dr J dn d-rri-- dur- J dn 


^ TCI* 


r dV 


A.., 


Mais on a vu (20) quo Ton a, en designant par T un volume et 
par S la surface qui le limite, 


r dv 
J dn 



la seconde integrale etant etendue au volume T et la premiere ii 
la surface S ; cela a lieu sous certaines conditions de continuite, 
qui seront ici remplies, si nous prenons pour surface S la sphere 
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^ et, pour volume T, Finterleur cle cette sphere. Mais, eii chaque 
point de rinterieiir de la sphere 5 on a 




AY ( 

done 


j AYdT = 

par suite, 



et enfin 


dM 



dr 


M est done independant de r. Or, quand r tend vers zero, les 
valciirs de V siir la sphere tendent vers V^, I’integrale /Vdeo tend 
vers 4'a:r'^Vo et eiTLlin M tend vers V^; comme M est fixe, on doit 
constamment avoir M = Yq. 

Le theoreme de Gauss est done demontre. 

61. Fonctions liarmoniques. — On appelle fonction harmo- 
iiique, dans un domaine donne T, une fonction qui, dans ce 
domaine, possede les proprietes suivantes : 

I" Elle est continue ; 

2“ Ses derivees premieres existent et sont continues; 

3“ Ses derivees secondes existent et sont generalement conti- 
nues, les discoiitinuites, s’il y en a, se trouvant sur des surlaces 
algebriques quelconques ; 

4" Elle satisfait a Eequation de Laplace : 

AV=0. 

La fonction V consideree au paragraphe precedent est une 
fonction harmonique. 

Voici une propriete importante de ces fonctions. Soient T un 
volume, S la surface qui le limite et Y une fonction harmonique 
dans T. Puisqu’elle est continue, elle a un maximum quelle 
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n est pas a 
rinterieur de mais sur S. Supposons, en effet, qu’il smt inte- 
rieur a T ; on pent Lentourer d’une sphere, ayant ce point pour 
centre et tout cii tiere interieure a T. En tout point de la spheie, 



i36 THE OKIE DU POTENTIEL NEWTONIEN 

la valeur de Y est inferieure au maximum ; I’integrale /Vdto est 
done inferieure a diwr^Vg et enfin la moyenne iNI est inferieure a V,,; 
mais, d’apres le theorerae precedent, on doit avoir M = V;,; il 
est done impossible que V atteigne son maximum dans I’interieur 
de T ; elle Fatteint sur la surface S. Pour les menies raisons, \ 
a un minimum et elle Fatteint sur S. 

On pent done enoncer, en general, le tlieoreme suivant : 

Une fonctioji harmoniqite dans im domaine n’atleint so7i inaxi- 
mnm et son ininimnin que sur la surface qui liinite ce domaine. 

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction 
liarmonique est positive sur la surlace, elle Fest dans le volume 
limite par cette surface. 

Toutes ces proprietes sont vraies, que le domaine soit simple- 
ment ou multiplement connexe. 

62. Le tlieoreme qui precede nous permet de faire les remar- 
qiies suivantes : 

I. — Supposons le domaine T limite ; soient g le maximum 
d’une fonction V liarmonique dans ce domaine et li son mini- 
mum, on a : 

sur la surface : li ^ V g, 
dans Finterieur de T : li < V < g. 

n. — Supposons le domaine T constitue par toute la portion 
de Fespace exterieure a une surface S; ce domaine s’etend depuis 
la surface jusqu’a Finfini. Decrivons une tres grande sphere S' 
entourant S. Solent g et li le maximum et le minimum sur S, 
g' et IF le maximum et le minimum sur S'; on a : 

sur S : li < V < g, 
sur S' : h' < V < g'. 

Le maximum de Y sera la plus grande des deux quantiles g et g', 
pour le volume comprls entre ces deux surfaces ; le minimum, 
pour ce nieine volume, sera la plus petite des quantites li et li'. 

Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S' gran- 
disse indefininient et que Y s’annule a Finfini ; g' ct li' tendent 
vers zero. Plusieurs cas peuvent alors se presenter : 
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P Siipposons h positif ; g Test aussi et, si S' est assez grand, 
oil a ; 

li' < h et g' <^g, 

et, par suite, 

g > V > h', 


ou 

g>V>0, 


dans tout I’espace exterieur a S. 

2° Supposons 

g > 0 > li, 


on a ; 


g > g'^ 

ii < ly, 


et, dans tout I’espace exterieur a S : 

g>V>]i. 
0> V > h. 


3® Supposons 


on voit de la m6me facon que, dans tout I’espace exterieur a S, 
V est constamment negatif. 

O 

G’estun de ces trois cas qui se presente, pour le potentiel du a 
des masses situees ii distance finie. 


III. Reprenons le cas d’un domaine limite compris ii I’interieur 
d’une surface S; on a les inegalites 

. g > V > li : dans T, 
g ^ Y ^ li ; sur S. 

Si done, en tout point de S, la function est nulle, elle est nulle 
aussi, en tout point de T. 

IV. — Suit line fonction V, liarmonique dans tout I’espace et 
s’annulant ii I’infini. Je dis que Ton a V = 0 dans tout Fespace. 
Tracons, en elfet, une sphere de tres grand rayon; les valeurs 
de V, a Finterieur de la sphere, sont comprises entre le maximum g 
et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la sur- 
face et tendent par suite vers zero, quand le rayon de la sphere 
croit indefininient ; V tend done vers zero, a Finterieur de la 
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spliere et, comme sa valeur eii cliaque point estbien determlneo, 
on a necessairement V ^0 clans tout Tespace. 

63 . Ce qui precede nous permet de trouver les proprietes carac- 
teristicj^ues de la fonction potentielle (cas de 1 attraction newto- 
nienne), c’est-a-dire les conditions necessaires et suffisantes pour 
cpi’une fonction represente un potentiel newtonien. 

Soit une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes : 

1“ V cst continue dans tout I’espace. 

2° Ses derivees premieres existent et sont continues, a I’inte- 
rieur et a Textericur d’une surface S donnee ; mais, quand on 
Iranchit la surface, elles eprouvent des discontinuites ; elles ten- 
dent vers des limites diflerentes, mais bien determinecs, quand 
on tend vers la surface soit par rintenieur, soit par 1 exterieur. 
et ces limites sont telles cpie, seule, la derivee prise suivant la 
norinale eprouve une discontinuite a la traversee, les derivees 
tangentielles de S restant continues. 

3° A r exterieur de S, on a 

AV = 0. 

4*" A I’interieur, AV est cj;uelconc{iie . 

5° V s’annule a I’infini. 

Ces conditions sont evideinmcnt necessaires pour definir un 
potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possede. 
Nous allons montrer qu’elles sont suffisantes, e’est-a-dire cpi elles. 
definissent une fonction et que cette lonction est un potentiel. 

Appelons T le volume enferme dans S. En tout point dr 
T, AV est quelconque, mais donne ; posons : 

AV = 'f (x, y, z), 


CO etant une fonction donnee. 

Considerons alors la fonction Vj : 


V. 






e’est un potentiel de volume, oii cp designe la densite. On a evi 
demment, en tout point x, y, z du volume T, 

AV,.= cp(x, y, z). 




% 


W. 
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Soit maintenant 4'(x, y, z) une fonctlon definie sur la sur- 
lace S et exprimant, en cliaque point, le saut brusque clela derivee 
de V suivant la normal e ; puis posons : 


V, 


1 r <p(x',y', z') 

4- r 


dto', 


eette integrale dou'ble etaut etendue a tons les elements dc^ de S. 
La fonction satislait a la deuxieme condition imposee a la 
lonction V, car c’est nn potentiel de surface oil la densite est 
representee par la fonction 

La somnie des deux potentiels : Vj + V^, remplit toutes les 
conditions imposees a la fonction V ; on pent done la prendre 
pour fonction V. 

IMontrons que cette fonction est unique. 

Supposons, pour un instant, qu’il y en ait une seconde V'; con- 
siderons la dilference 

V'~(V, + V,). 


Elle remplit les conditions suivantes : 

Elle est continue, dans toutl’espace, ainsi que ses derivees 
partielles du premier ordre ; 

2® Elle satisfait, dans tout I’cspace, a Fequation de Laplace. 
Cette difference est done une fonction harmonique dans tout 
I’espace ; 

3° Elle s’annule a I’inlini. 

En A^ertu de la Remarque IV du paragraphe precedent, elle 
est identiquement nulle ; done la fonction V^ + V^ est unique. 

Bref les cinq conditions enumerees plus liaut sont suffisantes 
pour definir un potentiel et ne definissent pas d’autre fonction. 
Ce sont bien les proprietes caracteristiques chercliees. 


Remaiique. — Comme on le voit d’apres les enonces m6mes, 
il ne s’agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de 
volume. Geux de ligne, par exemple, sont exclus. 

Les proprietes que nous venous d’etablir out une grande 
importance pour tout ce qui va suivre. 


64. Probleme de DiricMet. — Probleme interieur. — Probleme 
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x4o 

exterieur. — Le pvohleme inierieiir de Dirichlet s’enonce aiiisi : 

Soit un volume T liniite par une surface S. Trouver une 
fonction V des trois variables x, y, z satislaisant aux conditions 
suivantes : 

1° En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses derivees 
partielles des deux premiers ordres ; 

2® En tout point de T, elle satislait ii I’equation de Laplace : 

AY = 0; 


3“ Sur la surface S, elle se reduit ii une fonction donnee LI des 
coordonnees. 

On peut demontrer les deux theoremes suivants : 


I. — Si le probleme interieur de Dirichlet comporte une 
solution, il n’en comporte qu’ime. 

Supposons, en effet, pour un instant, qu’il en comporte deux ; 
soient V et N' les deux fonctions ainsi obteiiues. On a : 

AY = 0 dans T, AY' = 0 dans T, 

Y=U sur S, Y' =U sur S. 

Posons : 

Y — Y' = F. 


La fonction F satisfait aux conditions suivantes : 


AF =0, dans T, 

F =0, sur S. 

Par consequent, en vertu d’un theoreme demontre au paragraphed 
precedent, on a partout, dans T, F = 0 et, par suite, V = Y'; 
il ne peut done pas exister deux solutions distinctes du probleme' 
(iiionce. 


IL — Le probleme comporte toujours une solution. Get 
enonce est connu sous le nom de principe de Dirichlet. 

Nous nous en occuperons dans un autre chapitre. 

Yoici maintenant I’enonce du pi'ohlejne exterieur de Dirichlet. 
On donne une surface fermee S et Lon considere I’espace 
exte^rieur ii S, c’est-ii-dire Fespace qui s’etend depuis cette sur* 
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face jiisqu’a riiifnii. On demaiicle cle troiiver une fonction Y satis- 
faisant aux conditions suivantes : 

1° En tout point de I’espace considere, la fonction V est 
continue, ainsi que ses derivees des deux premiers ordres ; 

2 ° En tout point du m6me espace, elle satisfait ii I’equation de 
Laplace : 

AV = 0.; 

3“ Sur la surface S, elle se reduit a, une fonction donnee U des 
coordonnees ; 

4“ Elle s’annule a Finfini. 

On deinontre, comme dans le cas du probleme interieur : 

I. Qne, s’il y a une solution, il n’y en a qu’une ; 

II. Qu’il y en a tonjours une. 

65. Extension an cas de deux variables. — Les definitions et 
theorenies qul precedent s’etendent an cas de deux variables 
sans difficulte. 

La definition des fonctlons harmoniques est la m6me ; il suffit 
de remplacer les mots volume et surface par aire plane et 
contour. 

Le theoreme de Gauss pour une fonction liarmonicpie devient-: 



la sphere a ete remplacee par uil cerele, sa surface par une 
circonference, son aire 47rr^ par la longueur 2 7tr de la circonfe- 
rence, Fintegrale double V'dw par Fintegrale curviligne Yds. 

Les remarques sur les limites superieure et inferieure des fonc- 
tions liarmon-iques se generalisent immediatement et la modifica- 
tion, dans chaque cas, pour transposer les enonces, est evidente. 

Cependant les considerations faites dans le paragraplie 62 (II), 
il propos des fonctions harmoniques ii Fexterieur d’un domaine 
donne et ii propos du potentiel neAvtonien, ne se generalisent pas. 
Gela tient ii ce que le potentiel logarithmique ne s’annule pas 
it Finfini comme le potentiel newtonien. 

Yoyons ce qui se passe, dans ce cas. 
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Soit un contour plan C, entoiire d’un cercle dc tres grand 
rayon C' ; considerons le potentiel logarithinique d’unc certaiae 
distribution lineaire de matiere attirante sur le contour C ct 
d’une certaine distribution superficielle de matiere dans Taiia' 
plane qu’enferme le contour C ; donnons a g, h, g', h' des signi- 
fications analogues ii celles qu’elles out au paragraphe 62. Enfin 
reprenons pour le potentiel logarithinique les notations doniiecs 
au debut de ce cours. On sait que Fexpression : 


V — Mlog-^, 
P 


tend vers zero, qiiand p croit indefiniiiient ; si done hi est dille- 
rent de zero, V augmente indefiniment et, sur le cercle C', ] V| 
est tres grand quand le rayon de C' est tres grand; faisons grandir 
ce rayon indefiniment, nous devons distinguer pliisieurs cas : 
fo M>0; 

alors g' et IF tendent vers — co et Ton a, dans tout le domaine, 


2« M<0; 


V<g. 


alors g' et IF tendent vers -|- oo et Ton a, dans tout le domaine, 


30 M = 0. 


V >h. 


Alors V s’annule ii Finfini, on retombe dans le cas du potentiel 
newtonien et Ton a a distinguer les trois inegalites vues dans ce 
cas. 


66. Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que V 
designe, non pas une Ibiiction harmoniqLie,'inais un potentiel 
iieAvtonien de volume, et essayons de reprendre les ralsoniu'- 
raents faits pour etablir le theoreme de la moyeiiiK'. 

Nous aurons ; 

dM /AVdx 

dr 4 Tcr- 

Supposons que le point O soit interieur aux masses agissantes 
et que la densite soit positive, alors on a : 

AV < 0, 
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par suite, 


ou cnfin : 

M < V,, 

On en conclut qu’au voisinage cle O, V peut etre iiiferieur 
a Voj en tout cas, il ne se peut pas qu’il lui soit partout superieur. 

Bref, V peut avoir un maximum au sein des masses agissantes, 
mais il iie peut pas avoir de minimum. 

Soient T le volume, S la surface limite, g et li le maximum et 
le minimum de V sur elle ; on a : 

g > V > li sur S . 

On est sur que Ton a, dans T : 

V > h 

nulls on ne salt pas si Ton a : 

g>^- 


67. Consequences de la formule de Green. — Rcportons-nous au 
paragraplie 19 et reprenons les notations de ce paragraphc. Nous 
avons demontre en general la formule 

(1)... f (Uiv — viU)dT=— 

J(t) d(S)\ dn dn / 


les fonctions U et V et lours derivees doivent satlsfaire, dans le 
volume T et sur la surface S, a certaines conditions de cdntinuite 
que nous avons indiquees en etablissant cette formule. Les 
dV dll . ® 

d6rivees , -y- sont prises vers I’interieur do la surface S. 
dn dn ^ 

Faisons quelques applications de cette formule. 


i° Supposons que U soit une fonction liarmonique et V le 
potentiel d’un volume attirant ; on a alors les relations sui- 
vantes : 

AU == 0, a I’interieur de T, 

AV ~ 0, a I’exterieur de T', 

AV = — 4 Tcp., a I’interieur de T', 
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[j. clesignant la densite de la matiere attirante dans le volume T'; 
Tintegrale T (UAV — VAU)d'T devient alors : 

t/(T) 



ce qui pent se mettre sous la forme 

— 4'^J'Utlm, 


en appelant dm = jxdt la qiiantite de matiere contenue dans I’ele- 
meiit d-r. La formule (1) devient ainsi: 



dV y dU \ 
dn dn / 



ce que Ton pent ecrire, en donnant line autre forme au second 
niembre, 




dco = 4TiSmU, 


la somme S portant sur toute la partie du volume T' comprise 
dans le volume T. 


2“ Supposons maintenant que, U designant toujours une fonc- 



tion harmonique, V designe un potentiel de surface. Representons 
le volume T d’integration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la 
surface attirante S'', dont V est le potentiel. Voyons ce que devient 
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alors la formulc (1). Ses deux membres sent mils si S' cst tout 
entiere exterieure a S. Mais supposous que S' coupe S; elle 
partage ainsi le volume T en deux autres T, et T, et la surface S 
en deux parties S^ et S,. Traeoiis deux surfaces S'^ et S'^ dc part 
et d autre de S'^ paralleles a S' et tres voisines d’elle. Le volume T 
est alors partage en trois parties : 

T/ comprise eutre S et S/ 

T'g comprise entre S et S', 

T" comprise entre les deux surfaces auxiliaires S'^ et S',. 

1. est line etroite bande dont le volume tend vers zero quaiul 
les deux surfaces S'^ et S'^ tendent vers S'. 

Appliquons la forinule (1) a chacun des troncons du volume T 
et aux portions de surfaces qui limitent chacun d’ciix. Pour les 
deux premiers, rintegrale triple j'(YAU — UAV) dv est nullc ; les 
integrales douliles correspondantes sont done niilles et Ton a 


(AiSiBi) 


et 


./ 


(A 2 S 2 B 2 ) 


LI 


U 


dV 

1 *" 

-_Y 

dLI ' 

) doj 4- f (u 

dV 

tlLl ' 

du 


dn , 


dn 

dn ^ 

dV 

dn ■ 

_„v- 

dU \ 

dn / 

dco — f— / 1 ' 

YAaS'aB^) \ ■ 

dV 

dn 



dtO=:0, 


Ajoutons et laisons passer dans le second membre les inte- 
grales etendues a S'j et S'^ ; il vient : 

/■ =-f -f ■ 

, «'A|SiBj "-''AoSaBa Pa.S’iBi ‘■■AjS’aBj 

Si S'^ et S '2 tendent vers S'f le premier membre tend vcj s 
; on a done : 


i, 

(2).../ 


u 


dV 


iln 


V 


dU 

dn 


dio=: — lim 


Y 

• c/A 


■I 


A|S’iB, 


dV 

dn 


-I)-' 


r 1 - - 

Les iierivees — 1 — et 


AaS’^Bj 

dU 


dn dn 


dn dn 
PoiXCARB. Poleiit. Newt 


suivant la normale sont prises Into- 
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rieurement aux A’’olumes et ; par consecpient, clans le pre- 
mier membre cle cette relation, elles sont prises interieiirement 
au volume T et dans le second exterienrement au volume T". 

Calculous maintenant la limite de la somme des integrales do 
ce second membre. 

. . , dV , 

La surface S' est la surface attirante ; la derivee — eprouve 

dn 

done un saut bruscpie c|uand on francliit cette surface ; cpiant aux 
dU 


aiitres fonctions U, Y, 

dV 


dn 


elles restent toutes continues. Appe- 


lons a la limite de — sur S' cruand S'j tend vers S' ; et [3 la 
dY 

limite de — sur S', cpiancl S'^ tend vers S'. Enfin designons les 


dn 


dU 


dU 


limites de U, Y, l^s monies lettres U, Y, 


on a 


(3V 


lim I 

AviS'iB'i 


U 


clY 


dn 


Y 


dU 

dn 


dco 


=/ 


Uadw 




dn 


ces deux nouvelles integrales sont etendues ii la portion de S' 

dU' 

comprise dans T. Le sens de la normale clans ®st celui cjui va 
vers S,. On a encore : 


(4). 


lim 


U 


dY 


dn 


■ V-^lcUo 
dn 


f Ufjcloy—J Y dco, 


dn 


Le champ cl’integration pour ces deux dernieres integrales est 
encore la portion de S' compris dans T. Le sens cle la normale 
dU 

dans — est celui cpii va vers S^. Additionnons les deux egah- 


dn 


clU 


V dco 
dn 


tes (3) et (4) membre ii membre; les deux integrales / ' 

se detruisent parce que les sens cle la normale clans ces deux 
integrales sont inverses Fun cle Fautre. 11 reste : 


lim 


[/ 

LdAiS’ 


AiS’iBj 


u 


dY 


dn 


•Y 


clU 

dn 

X’) 


dco 

'\2S2B2 

U (a + [3) dco, 


U 


clY 


dn 


y. 


clU 

cln 


dco 


et par consecpient, en vertu de la relation (2) : 

(5) (« + p) d- 
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Oi appeloiis [j. la cleiisite cle la matlere attirante eii cliaque point 
cle S j il resiilte cle la tlieorie cles surlaces attirantes que, si I’on 

clesigiie par la limite vers laqiielle tend la clerivee prise sui- 

vant la normale exterienre c|uancl on tend vers la surface par 

cl V IV ^ 

1 exterieur et par -j— la limite cle -j— prise suivant la normale 

interieure quand on tend vers la surfiice par I’interieur, I’on a : 

dV , clV 

dn„ cliii 

On a done ici 

a -j- [3 = — 4T:p. 

Bref, la relation (5) donne ; 

C’est la m6me Idrmule que clans le cas clu potentiel cle volume; 
on pent lui clonner la mcMne forme : 



V 



dee == 4 TcSmU , 


Cette lormule s etend done a un potential cle surlace comme ii 
un potentiel cle volume; elle s’etend par suite au potentiel d’un 
ensemble cle surfaces et cle volumes attirants. 

68. Cette forraule s’applicjue encore si V designe le potentiel 
d’une ligne attirante ^ de points attirants cliscrets ou d’un ensem- 
ble cle volumes, de surfaces, cle ligaes et cle points. 

On pent done enoncer en general le theoreme suivant : 

Si U designe luie fonction harmonique et V un potentiel new to- 
nien, on a la relation : 



Vintegrale etant etenclue it tons les elements din d'une surface fer- 
mee queleonque S et ImU ne s etendant qii aux masses situees 
a V intei'ieur du oolume T limite par la surface S, 
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Ce theoreme constitue une forme nouvelle clu theoreme cle Green. 

II est clair que le theoreme subsiste si V clesigne la somrne 
d’un potentiel et d’une fonction harmonique. 

La formule precedente se modifie si U et V designent deux 
potentiels. Soit p la densite de la distribution des masses m qui 
engendrent le potentiel U et soit p.' la densite de la distrilnition 
des masses m' qui engendrent V, on a : 

/(u ^ /(%' - Vri 

= 4 7cS (m''U — mV), 

Ces deux theoremes s’etendent au potentiel logarithmique dans 
le plan. 


69. Cela pose, considerons toujoiirs le m6me volume T limite 



par S. Soient M (lig. 44) uii point variable 
de S et VF un point fixe non situe sur S. 
Enfin, soit U une fonction harmonique dans 
.T ; posons 

MM' = r 

et considerons I’integrale double etcndue ii 
la surface S : 



Si le point M' est exterieur a la surface S, on a : 



Si au contraire M' est interieur a S et si U' est la valeur de U 
en ce point, on a : 



FONCTION BE GREEN ET PROBLEME BE BIRICIILET 149 


Les clerivees 


dll 




sont prises ici, eii cliaqiie point de S, 


suivant la nor male exterieure. 

Ces deux formules se deduisent de la formule (5) demontree 
dans le paragraphe precedent. II siiffit de remplacer V par-i, c’est- 

ii-dire de considerer V comme le potentiel newtonien d’une 
masse egale a I’linite situee au point M'. 

Cette integrale (6) a une tres grande importance j elle permet, 
on le voit, de calculer la valeiir U', en un point M' d’un volume T, 
d une fonction U liarmonique dans ce volume, pourvu que I’on 

clU ^ 

connaisse les valeurs de U et sur la suriace S qui liniite T. 

^ Une lormule analogue existe pour le cas du potentiel loga- 
rithmique dans le plan ; on a : 



dU 

dn 


U. 


d log 


dn 


ds ; 


le lacteur ^ est remplace par , le volume par une aire 
plane, la suriace par le contour qui limite cette aire et le poten- 
tiel newtonien — par le potentiel logarithmique log^-^^ . 


70. Analogies avec la theorie des residus de Cauolay. — On pent 
remarqucr I’analogie de ce qui precede avec la theorie des resi- 
diis de Cauchy; la iormule (7) dans le plan permet par exemple 
de retrouver le theoreme des residus. 

Soit une aire plane S limitee par un contour C; placons-nous 
en coordonnees rectangulaires et soient x et y les coordonnees 
d’un point M. Considerons la variable complexe 

z = X -1- iy 

et soit r (z) une fonction de cette variable ; si la fonetion f est 
holomorphe dans I’aire S, on pent poser 

f(z)=U-hiT, 
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U et T etant des fonctioiis reelles des variables reelles x et y, et 
Ton a : , 

AU = 0 
AT = 0 

en tout point de S ; on a en outre : 



5U __ dT 

Ox Oy 

OU _ " cYf 
5y Ox ■ 


Soient maintenant M un autre point du plan, x' et y' ses coor- 
donnees et z' la valeur de z en ce point j on a : 


z'==x^H-iy'. 


Considerons la fonction log ; on peut poser ; 

z — z 


log 

o 


z — r 


V + iW. 


V n est autre que log^— ^et W est comme V une fonction reelle 
de X et y, si I’on suppose AT fixe. 

Appelons eiifln U et les valeurs en AT des fonctions liarino- 
niquC^ U et Tj on a, en vertu de la formule (7] et en reniplacant 

logY— )par son egal V : 



27uU' = 

/('- 

dU 

- U 

dV 


dn 

dn 

2 tzT = 

/('■ 

clT 

-T • 

dV ^ 


dn 


dn y 


ds 

ds. 


Cela pose, revenons aux formules (8); changeons d’axcs de 
coordonnees en transportant les axes actuels parallelement a eux- 
mAmes en un point quelconque x„, y„ du plan, puis en les faisant 
tourner cl un angle a; appelons ^ et tj les nouvelles coordonnees, 
les formules de transformation sont : 

X COS a — Tj sin a -j- Xg 
y ~ ^ sin a -f- v) cos a -f y^ 
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I ;)i 


et Ton voit sans peine, en tenant compte cles formules (8), que 
Ton a : 

dll _ OT 
Oi dri 
DU dT 

^ dr 

Supposons par exemple que nous preiiions comnie origine un 



point A tie la courbe C et coinme axes la normale exterieure 
AN et la tangente AT en ce point (fig. 45). On a alors : 

till __ tlT 

ds dn 

dU _ dT 

dn ds 

le sens positil de la tangente etant le sens des rotations inverses; 
prcnons au contraire pour sens positif le sens des rotations 
dlreetes, nous aiyons : 

dU dT 

ds dn 

dU _ dT 

dn ds 
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On demontrerait de m6me les formiiles : 

dV __ d^V 

ds dn 

dV _ dW 

dn ds 

Les integrales (9) peiivent alors s’ecrire : 



ces deux integrales curvilignes etant prises dans le sons dircel 
(sens inverse des aiguilles d’une montre). La fonction AV ii’osl 
pas uniforme ; mars les autres, U, V, T, sont uniformes el Ton 
pent 6crire : 

J VdT = — r TdV 
fYdU=~fudY 

on a done : 

2t=U' = — pTdV + UdW 
2,iT' = |’udV — TdW. 

On a d’autre part : 

— dz 

3^ = dA^ + idW 

ot par suite : 

7 :^= /(U + (- ‘IV - i‘l\V) 

Oil : 

/' W- l^=f- VdY + TdW - ijTdV + (IdW 

= 2nT'_:.27:lJ' 

= 2k{U' + ;T') =2kf(z') 
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d’oii enfin : 


i ITC J z z' 


C’est le tlieoreme cles residus de Caiicliy. 

Ce theoreme n est vrai que si le point est intevieur an con- 
tour C ; les lormules (^9], de ni6me, ne peuveiit s’appliqiier que 
dans ce cas. 


71. Definition dela fonction de G-reen. — Soieiit iin volume T 
liniite par une surface fermee S et M' un point situe ii rinterieur 
de T. 

Supposons que Ton puisse trouver une fonction II satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

1“ Elle est harmoniquc dans T, 

2° On a : II = — sur S, 

r 

r designant la distance du point fixe M' (x', z') au point 

variable M (x, y. z). 

La fonction II etant o])tenue, posons : 

G=II-1--!-- 

r 

La fonction G ainsi definic est la fonction de Green relative au 
volume T et au point ]\L. 

Cette fonction s’annule sur S et satis fait ii T equation de 
Laplace on tout point du volume T, sauf au point IVL on elle 
devient infinie. 

La fonction de Green que nous venons de definir est relative 
a un volume limite et correspond au probleme do Dirichlet inte- 
rieur. On pent de m6me definir la fonction de Green correspon- 
dant au probleme de Dirichlet exterieur. 

Soient toujours S une surface fermee et T I’espace situe ii 
rexterieur de cette surface. Soient, en outre, jVF un point 
fixe du domaine f et M un point variable; appolons r la dis- 
tance MM'. 

Supposons que Ton puisse trouver une fonction II satisfaisant 
aux conditions suivantes : 
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1° H est harmonique clans le clomaine T. 

2“ On a : H = — siir S. 

1 ’ 

3“ La fonction H s’annule al’infini. 


H etant obtenue, posons ; 

r 


La fonction G ainsi definie est la fonction de Green relative an 
point M' et an clomaine T. Elle s’annule sur S, clevient infinie 
en M inais satisfait a 1 ec|uation cle Laplace en tout autre point 
de T. 

Quel que soit le clomaine T, la fonction G est line fonction des 
coorclonnees x, y, z clu point variable M ; mais elle depend aussi 
des coorclonnees x', y', z' du point cle discontinuite M3 On pent 
done 1 ecrire G (x, y, z, x^, y', z'), en la consiclerant comme une 
fonction cle ces six variables, ou encore G (M, M'), en incliquant 
par cette notation la valeur, au point M, de la fonction cle Green 
relative aii clomaine T et an point M3 


72. Proprietes de la fonction de Green. — Soient deux points 

i\I et M' clu clomaine T; soient en outre G (M, M') la valeur 
en M de la fonction cle Green relative ii T et au point M' et 
G (M , M] la valeur en M^ cle la fonction cle 
Green relative au point M. Je dis que Ton a : 

G(M,M') = G(M',M). 

Pour clemontrer ce tlieoreme, nous clls- 
tinguerons deux cas. 

Premier cas . — Le clomaine T cstsitue iil’in- 
terieur d’une surface S qul le limitc (fig. 46). 
Soitalors M'^ un troisieme point clu volume T. Posons : 

GQM)=.G(xM,M') 

G" (M) = G (M, M") 

Montrons que Ton a : 



G^ (M^' 


G^ 



FONCTION DE GREEN ET PROBLEME RE DIRICIILET 

Pour cela, reportons-nous a line formule deniontree an para- 
graphe 68 : si U et V clesignent deux potentiels newtoniens dus, 
le premier a une distribution m de masses, le deuxieine a nne 
distribution m', on a : 

r A, du dv \ , , , 

('"V- m'u). 

Cette formule s’applique encore si U et V designent run et 
1 autre la sonime d’un potentiel et d’une fonction harmonique. 
Or, ce dernier cas est precisement le cas de et G' estla 
somme d’une fonction harmonique IF et d’lin potentiel dii a une 
masse -f- 1 placee au point M'; est la somme d’une fonction 
barmonique IF' et d’un potentiel du a une masse + 1 placee au 
point M". On a done : 

r(„, dG" dG' \ , 

j O' Til — W-G'OI")]. 

Mais la lonction G s annule sur S ; G' et G'' sont done nulles 
dans cette integrale de surface et le premier membre est nul ; b* 
second doit I’lVtre aussi et Ton conclut : 

G'(M") = G"(IVF) 

e’est-a-dire 

G(M",M')== G(M',M") 

et de nnhne : 

G(M, IVF) =G(]VF, M). 

Le theoreme annonce est done demontre. Gependant il faut 
remarquer que cette demonstration n’est pas sans defaut : elle 

1 

suppose eii clFet qu’en chaque point de S, existc et est finic 

dn 

et bien determinee. Or G est egal a H-f--L et Ton sait, au 
sujet de II, seulemcnt ceci, que Ton a : 

AH = 0 dans T 



r 


sur S 



i56 


TIIEORIE DU POTENTIEL NEWTON' lEN 
clH 

Mais on ne sait lien sur-j— . On ne sait done rien non plus 

clG 

sur — — , 
dn 

On pent donner une demonstration plus rigoureiise, nous 
1 indiejuerons plus loin, mais auparavant traitons le deuxieme cas. 

Deuxieme cas. Le domaine T est indefini : e’est la portion de 
1 espace qui s etend a I’exterieur d’une surface fermoe S. 

Tracons alors une sphere S de tres grand rayon ayant pour 
centre W et contenant a son interieur la surface S et le point U 



(ig. 47); appelons T, le domaine compi-is entre la spliiee i) cl; 
la surface S et designons par G, la fonction de Green relative an 
^ol^ me T, ; enfin designons par H, la fonction Iiarmoniqne corres- 

poncan a* par r et r' les rayons veclenrs issns de M ct 11'. 

On pent ecrire : 


G,(M,M') = I-I, (M, M') + -L, 
G,(M',M) = H^ (M',M) + -L; 
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1 g \oliiniG Tj cttiiil, liniitc, Iti clcnioiistrutioii clu purttgrtijiliG prG- 
C6klcnt s’appliquG Gt ron a : 

G, (M,M0 = G, 

Or, on a aiissi : 

G(M,M') = H(M,M') + — , 

r 

G(M',M) = Il(M',M) + i, 

Gt il faiit demonti’Gr cpie ron a : 

G(M,M')==:G (M',M). 

Comparons G et G^ ; on a : 

G-G.=H-n, 

Considcrons la diffcrencG M — IIj. 

Cette Idnction satislait a requation do Laplace dans lo 
volume Tj ; elle s’annule sur S et prend des valeiirs tres petites 
en valeur absolue sur la sphere S, si celle-ciaun rayon tres grand, 
parce que II ct II^ s’annulent a rinlini. Done, dans le volume T,, 
II prend des valeurs tres petites en valeur absolue, qui 
tendent vers zero quand le rayon de S augmente indefmiment. 
1 uisque 11 IIj tend vers zero, G — Gj tend aussi vers zero. 
Considerons alors les diilerences : 

G (M,M,0 — G,(M,M') 

G(M',M)~G-j(M', M) 

elles tendent vers zero et comme on a constamment 
G^ (M, M') = G, (M', M) 
on voit que la differ ence 

G (M, M') — G (M', M) 

tend aussi vers zero quand le rayon de S croit indefmiment ; mais, 
d’autre part, cettc difference est independante de on a done 
necessairement : 

G(M, ]\L) = G(M', M). 

et le theoreme est demontre. 
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Cette demonstration repose, on le voit, sur celle dii premier 
cas ; elle s’en deduit d’ailleurs rigoureusement ; raais elle n’est 
sans defaut qne si la premiere est aussi sans defaut. .T’ai indiqiie 
plus haut, ii propos de celle-ci, la critique qui pent 6tre 

faite : elle est relative a la derivee dont il aurait fallu an 

dn 

prealable demontrer I’existence. 

II y a des cas cependant ou Ton salt calciiler la fonction de 

Green et verifier ainsi directement I’existence de - . 

dn 

Un de ces cas est celui de la sphere ; nous allons le traiter 
rapidement a titre d’exemple. Occupons-nous d’abord du pro- 
bleme interieur. 

SoieutS une sphere, 0 son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit 



en outre M' un point interieur ; nous voulons calculer la fonction 
de Green relative a ce point. 

A cet effet, menons le diametre OM' et preiions sur ce dia- 
metre le point M" conjugue du point M' par rapport a la sphere ; 
enfin soit M un point interieur quelconque et un point de la 
surface; menons les droites OM„ MM', MM", M^M', M^M" et 
posons : 


On a 


d’oii 


MM' 

MM" 


M^M' 


OM 


p> 


I^M": 


OM'. OM" = a’- 


OM" 


FONCriON DE GREEN ET PROBLEME DE DIRICIILET iSg 
On a encore : 

a 


d’ou 

(i) 

Conslderons alors la fonction 



"T’ 

1 

p 


ar'^ ■ 

ictioii 


TT — 

. P 


ar 


P 


si I, lice ail 


e’est iin potcntiel newtonien dii ii la masse 

cl 

point M" ; cette. fonction satisfait done ii I’equation de Laplace ii 

I’interieiir de la sphere. Sur la surface, elle sc'reduit ii en 

vertu de la relation (1). 

Jni I’onction suivante : 


( 2 ). 


c; 


a 

or 


est done la fonction de Green chercliee. 

La relation (2) montre qu’elle est egale ii la dillerence de deux 
potentiels newtonlens, run dii ii line masse + i situee on M', 

I’antre ii une masse ^ situee en M". Toutes les derivees existent 

P dG 

done sur la surface 1!, en particulier — — — existe et est continue. 

dll 

IjC probleme extericur de Green pour une sphere se traite 
d’une maniere tout ii fait analogue. Le resultat qu’on obtient est 
le 111 (hue : 

G = ~!: ^ 


oil p ddsigne toujours la distance OAL, le point hL iitant id en 
dehors de la sphere. 


73. Revenons an cas giiiieral. 

Etablissons quelques autres proprietiis de la fonction de Green 
qui nous seront necessaires dans la suite. 
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La fonction de Green est constainnienL positive dans le 
domain e T- 

Faisons cette demonstration dans le cas d’un volume T liinite. 
On a : 

£ 

r 

1 

''b 


G— — = 11. 
r 

Lorsqiie r tend vers zero, II reste fini, done G 


reste effa- 


lement fini, (rG — 1) tend alors vers zero ct rG tend vers 1. Ainsi, 
qnand r est tres petit, le produit rG est tres voisin de 1 ; on pent 
done affiriner' qn’au voisinage du point de diseontinuite la fonc- 
tion G est positive. JGitourons alors ee point d’une sphere tres 
petite S. Entre S et S, on aAG ==0; sur S, G est nitlle et snr S' 
elle est >0 ; done entre S et S, G est partout >0. Ainsi en tout 
point de T, G est positive. 

2'’ On a constnmmeni dans le volume T. 


G<- 


i 


On a efiet G==:H-| — — ; or, dans T, II satislait ii Tequation de 

Laplace ; de plus on a II == et par suite H<0 sur toute la 

surface S ; si done T est le volume contenu a rinterieiir de S et 

liniite par cette surface, on a cii tout 
point de T 



G 


1 


Cette propriete ainsi que la prece- 
dente s’etendent sans peine an cas oil 
le domaine T est constitue par I’espace 
exterieur a une surface fermee S. 

3‘* Soient encore (fig. 49) un domaine T 
limite par une surface S, et un autre plus grand Tj limite par une 
surface et contenant le premier. Soit hF un jioint iiiterieur 
a T appelons G la fonction de Green relative a T et au point ML 
On a : 

G=ri+— • 
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Appelons la fonction tie Green relative ii T, et an m6me point 
j\r ; on a : 

G, = ir, + -i. 

r 

Je dis qu’en tout point INI intericur a T on a : 

G,>G. 

Kn effet, en toot point interieur a T, on a : 

G — G, ==11 — 11^. 

Or nous savons que G-, est >0 clans Tj ; on a done: 

11^+— >0. 
r 

et par suite 

IT 1 

— 1 1 . — 1 
' r 

en tout point de Tj et en particulier en tout point de S. 

Gonsiderons alors la fonction II — II,; elle satisfait dans T a 
requation de Laplace et reste negative sur S; elle est done nega- 
tive cn tout point de T. 

Brcf, ii rintericur de T, on 
a 11 — ][j<0 et par conse- 
qu e n t G , — G > 0 , d ’ o i i : 

G, >■ G. 

4" Sort maintenant (fig. 50) 
une surface ferinee S. Gonsi- 
derons le doniaine T exte- 
rieur ii cette surface ; dans 
ce doinaine, considerons un 
volume 14 liniite par une sur- 
face S,. 

Soit maintenant M' un point du doinaine T, ; appelons G la 
fonction tie Green relative ii T et au point M' et G^ la fonction de 
Green relative ii T, et an m6me point M'. 

poiNCA,Kii. Poleiil. Newt. u 
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On demontre sans difficiilte, en siiivant le mode de raisonne- 
ment qui a servi dans le cas precedent, que Ton a ; 

G, <G 

en tout point M de T^. 

5° Considerons iin domaine T limite par une surface fermee S. 
Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rela- 
tive a ce point et a ce domaine. 

Envisageons les surfaces : 

G = const. 

A cliac[ue valeur de la constante correspond une surface parti- 
culiere. 

Pour des valeurs tres grandes de la constante, on a evidem- 
ment des surfaces tres petites entourant le p61e puisque la 
fonction G devient infuiie en ce point. 

Pour des valeurs tres petites de la constante, on a au contraire 
des surfaces tres voisines de S. 

Enfin on passe d’une surface a une autre par deformation 
continue en faisant varier la constante d’une maniere continue. 

D’ailleurs la fonction G etant uni- 
\® forme dans le volume T, deux surfaces 
correspondant a deux valeurs difieren- 
tes de la constante ne peuvent pas se 
couper. 

Les surfaces 

G = C. 

entourent done le pole et s’enveloppent 
mutuellement. 

Cela pose, soit une valeur particu- 
liere Gq de la constante ; considerons (fig. 51) la surface 

G = G„. 

Appelons-la ; elle delimite, a I’interieur de T, un domaine To* 
Tracons auteur du point M' une sphere S; nous pouvons la 
choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphere 
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depasse toute qiiantite donnee puisque G devient infmie en 
clioisissons S de telle sorte qu’en tous ses points on ait 

G > G„. 

Entre S„ et S, la fonction G est harmonique, elle atteint done son 
minimnin sur Tune des deux surfaces on S ; ici ce ne pent 6tre 
qiie siir S et ce minimum est G^. Ainsi en tout point de T^, 
on a : 

G> Gg. 

All contraire, entre S et Sg la fonction G est harmonique et son 
maximum est sur Sg puisqu’en tout point de S, G est nulle. Ce 
maximum est done Gg et Ton a en tout point exterieur a Sg et 
interieur ii S : 

G< Gg. 


Considerons alors la derivee prise suivant la normale exte- 
rieure si Sg. 

Cette derivee existe puisque Sg est a rinterieur de S et qu’en tout 
point de T la lonction G a des derivees des deux premiers ordres. 
D’ailleurs on a en tout point de Sg : 


puisque Ton a : 


dG 

dn 


<0 


G<Gg 


en tout point compris entre S et Sg. 

Reprenons maintenant la formule demontree aii N° 68 : 


Remplacons dsms cette lormule la fonction V par la fonction de 
Green G^ laquelle est la somme d’une lonction harmonique H et 

du potentiel du a la masse iA=:l situee au pole M'. Rempla- 
cons en outre U par 1; nous devrons faire m = 0 et la formule 
consideree deviendra 
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Cette integrale a un sens si on I’etend ii la surface Sy puisqne 
clG 


dn 


est bien defini sur cette surface. 


T4. Nous soinmes maintenant en inesure de demontrer I’igou- 

reusement le theoreme'du N" 72 dont 
nous n’avions donne qu’une demonstra- 
tion imparfaite. 

Considcrons touj.ours un domaine T 
limite par nne surface. S et- prenons 
dans T deujc points INF et M" (fig. 52). 

Appelons CF la function de Green re- 
lative an domaine T quand on prend INF 
pour pole et G'' la fonction de Green 
relative an nuNme domaine quand le pole est le point M". Desi- 
gnons en general par les notations : 

G^(M) et G 



les valenrs de ces fonctions en un point qiiolconque M de T. 
Nous voulons demontrer Fegalite : 


G ' (M' 


:CF 


Pour y parvenir, donnons-nous un nombre z' tres petit et con- 
siderons la surface : 

Appelons-la S'; elle est tresvoisine de S et, si s' est assez petit, 
elle contlent a son iiiterieur les pouits M' et NF'. 

Considerons alors Fintegralc : 




r 

dG" 

-G" ‘’"G 

Js’) \ 

dn 

dn ) 


etendue a la surface S'; elle est bien determinee en vertu des 
reinarques faites dans le paragraplie precedent ; de plus la lor- 
mule (1) dans laquelle on fait : 

U=G' 

T-=G".-' 
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ct par consequent : 


ni = i 

m' == 1, 


nous perinet cFecrire : 

(3) (W)]. 

Montrons qiie .1 est mil. 

(leltc integrale est la diflercnce clc deux autres : 

/'g' 


dn 


ct 


jG"-i!^d(o. 


dn 


La prciuiere pent s’eerire 




puisque la Idnctlon G' est constante sur S' et egalc a s'. Si Ton 
tient compte en outre de la relation (2), cette expression dcvicnt : 

— /ITTS'. 


La premiere integrale tend done vers zero aveC s'. 
Voyons maintenant la seeonde. 

dG 


, est constamment neffatif comme 
dn ^ 


Dans cette inteffrale, 

’ cm 

nous I’avons montre ; appelons alors s" la limite superieure de 
G" sur S', on a : 

1 /-. ,1C!/ I 

< 4 its". 


J 


’g"-^ dw 


dn 


Or s" tend vers zero en nu^me temps cjuc s', car la surface S' 
tend alors vers la surface S. Done I’integrale consideree tend vers 
zero. 

Ainsi J tend vers zero en m6mc temps cjue s' et par suite I’expres- 
sion 

4tc[G'(M") — G"{M')] 
cjui lui est egale y tend aussi. 
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Mais cette expression a une valeur fixe, elle est done neces- 
sairement nulle et Ton a bien 

G{W) = a'' {w). 

Le theoreine annonce est demontre. 


75- Probleme de Green. — Probleme de Diricblet transforme. — 
Comparaison avec le probleme de Diricblet ordinaire. — Equiva- 
lence de ces trois problemes . — L’enonce du probleme de Diri- 
chlet ordinaire a ete doiine plus bant (64). Voici I’enonce du pro- 
bleme de Green. 

Placons-nous dans I’espace a trois dimensions. 

Soit un volume T limite par une surface fermee S : calculer la 
fonction de Green relative a ce volume et a iin quelconque de 
ses points. 

Ainsi enonce, le probleme de Green peut 6tre appele pro- 
bleme interieur de Green j mais, comme pour le probleme de 
Diricblet, on peut enoncer un probleme exterienr de Green. 

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des 
problemes interieurs; les rapines considerations s’appliqueront 
aux problemes exterieurs. 

On peut montrer facilement Tequivalence du probleme de 
Green et du probleme de Diricblet. 

Soit U la fonction qui doit satisfaire a Tequation de Laplace 
dans T et dont il s’agit de determiner les valeurs dans T par ses 
valeurs sur S. Sa valeur en un point INF de T est donnee par la 
formule suivante 


4-1x0' 


dU 


dn 


U-^ldm. 

cln 


L’integrale double du second membre est etendue a la surface S ; 
G est la fonction de Green relative au point M' et a T, Cette for- 
mule se deduit de I’integrale (6) du paragrapbe 69 en rem- 

.1 1 

placant le potentiel ~ par la somme G du potentiel — et de la 

fonction barmonique H. 

Si nous remarc|uons cpie G s’annule sur S, la formule ci-dessus 
se reduit a : 


47X0' = 



dG 


do). 


dn 
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ou Lien 


U'== — 


1 r clG 
4Tcj^ cln 


dco. 


Si done on salt resoudre le probleme de Green, onsauracalculer 
la valeiir U' de U en chaqne point de T, c’est-ii-dire resoudre 
le probleme de Dirichlet. 

Inversement, si Ton sait resoudre le probleme de Dirichlet, on 
sait calculer la fonction H et par suite la Ibnction de Green G 
pour chacpie point de T. 

Les deux problemes de Green et de Dirichlet ordinaire sont 
done ecpiivalents. 

76. Voici maintenant en quoi consiste le probleme de Dirichlet 
iransforme : 

Trouver une Ibnction V satisfaisant aux conditions suivantes : 
1" Que V soit continue ainsi quo ses derivees premieres dans T ; 
2“ Que ses derivees secondes soient finies ; 

3” Qu’ii I’interieur de T on ait, en chaque point : 

AV = 4 TCIJ!., 

p. etant une fonction finie et integrable donnee ; 

4” Que sur la surface S on alt 

V = 0. 

Posons 

U satlsfait aux conditions (1), (2), (3), mais non a la quatrieme. 
Appelons U, les valeurs de U sur S ; si I’on sait resoudre le pro- 
bleme de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satis- 
faisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes 


AW = 0 dans T 

W = — Us sur S. 


La fonction 


v = u + w 


satisfaltaux4 conditions proposees. Ainsi done, sil’on sait resoudre 
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le probleme de Dirichlet ordinaire, on sait aussi resoudre Ic 
probleme de Dirichlet transforme. 

Inversement, siipposons que nous sachions resoudre ce dernier 
probleme, proposons-nous de resoudre le probleme de Dirichlet 
ordinaire, c’est-a-dire determinons nne fonction U telle que Ton 
iiit : 

AU = 0 dans T 

U = cp sur S, 

(p etant une fonction donnee. 

Pour y parvenir, formons une fonction W continue dans T 
ainsi que ses derivees premieres et secondes et se reduisant a cp 
sur la surface : cela est possible d’une infinite de manieres. L’unc 
de ces fonctions AV etant choisie, la fonction AW est connue 
dans T. Pour achever le probleme, il suffit de resoudre le pro- 
bleme de Dirichlet transforme en prenant pour p. la fonction 
AW. On obtient ainsi une deuxieme fonction V. 

Considerons alors la fonction 

u ==v+w. 

Elle satis fait aux conditions proposees et resout le probleme 
de Dirichlet ordinaire. 

77. Montrons enfin Pequlvalencc du probleme de Green et du 
probleme de Dirichlet transforme. 

Siipposons que nous sachions resoudre le probleme do Green. 
Considerons alors I’integrale : 



G etant la fonction de Green et Pintegrale etant etendue an 
volume T. 

La fonction V ainsi obtenue est la solution du probleme de 
Dirichlet transforme. 

En elFet, ecrivons : 

G=H+-^; 

la fonction V prendra la forme ; 
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Appclons Vj la premiere inlegrale et la secondc ; faisonsvolr 
maintenaiit que la somme Vj-f-Vg satisfait aux qviatre conditions 
tlu probleme do Dirichlet transl’ornie. 

P Vj est iin potentiel de volume; Aq satisfait done aux con- 
ditions de continuite. H est une lonction harmonique; on pent, 
dans Vg, dillerentier sous le signe j et Ton vdit ainsi que Aq 
satisfait comme aux conditions de continuite. Done V, qui 
est la somme de ces deux fonctions, y satisfait aussi. 

2« On a : 


do plus : 
et 

done, en somme 


AV= AV.H-AVg, 

AV, = — 47rp 

AV, = 0 car A V, = f Allg/dr' ; 
AV’’ = — 4 Tip. 



tend vers M^, V tend vers zero. Pour le demontrer, decrivons 
line sphere Sj tangente exterieurement a S en ; cela est gene- 
raleraeiit possible. Distinguoiis alors plusieurs cas : 

Premier c as : p > 0. 

Dans ce cas, V qui est egal a j^Gp^dx' est positif puisque 
G et p' le sont. 
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Appelons G la fonction de Green relative a I’exterieur de la 
sphere et an point M'; on sait que : 

Gj > G, 

Designons par a le rayon de la sphere, par 0 son centre et 
par p la distance OM'; appelons le conjugue harmonlque 
de M' par rapport a la sphere ; on a : 

Enfm posons : 

r = MIVf 
r, = MMV 

On a : 

V <J G^iJt^dv'. 

Mais nous connaissons T expression de la fonction de Green 
relative a rexterieiir d’une sphere; c’est 

G, = i ?-• 

r pr, 

On a done : 

Vc cW— f - 

J r J pi\ 

Quand le point hF decrit Telement dx' dans T, Ahj decrit un 
element dx'^ dans S, et an volume T correspond un volume 
transforme situe a I’interieur de S^. Les deux elements dx' et 
dx'^ sont relies par la formule coiinue de la theorie de Tinver- 
sion : 

dx' __ oW 

L’inegalite ci-dessus devient alors : 



la premiere integrale est etendue au volume T, c’est un potentiel 
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iiewtonieii clii a des masses doiit la densite variable est p/; la 
deuxieme integrale est etendue au volume et represente un poten- 

tiel newtonien dd a des masses dont la densite est . Ce sont 

VC' 

done deux Ibnctions continues ainsi que leur dilFerence, Orcette 
difference est nulle sur et en particulier au point done 
cette difference tend vers zero cpiand M tend vers M„. La foiic- 
tion V, qui est comprise entre zero et uue quantite qui tend vers 
zero, tend done vers zero. 

Deuxieme cas : 

Alors V est negatif et Ton demontre de la m^me maniere 
que ; 



V, compris entre 0 et une quantite qui tend vers zero, tend 
vers zero quand M tend vers My. 

'rroisieme cas : p quelconque. 

On pent poser : 

p. = -f- p'g. , 

p/j etant egal a p quand p, est >0 et nul partout ailleurs, p/^ au 
contraire etant egal a p, quand p. est < 0 et nul partout ailleurs ; 
p.'j et u '2 sont continues comme p.. On donne ainsi naissance .a 
deux functions et correspondant a p^j et elles ren- 

trent dans les deux cas precedents et tendent vers zero quand M 
tend vers M^. II en est done do m6inc de V = V^j-f-V ^2 
correspond a p. 

Ainsi, en general, quel que suit le signe de p, V tend vers 
zero quand M tend 

La lonction V satisfait aux quatre conditions du probleme de 
Dirichlet transforme : e’est la solution chercliee. 

En resume les trois problemes : de Dirichlet ordinaire, de 
Dirichlet transforme, de Green sont equivalents. 

78. Cas du potentiel logarithraique . — Ces resultats s’etendent 
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■au cas de deux variables et au poteiitiel logarithmique dans Ic 
plan. 

II y a cependant une diflerence : dans le cas du polentie 
newtonien on ne salt resoudre le probleme de Dirichlet quo 
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives a 
tons les points du doniaine. Dans le cas du potenticl logarithmique, 
le calcul de la function de Green pour un point du doniaine sufht . 
le calcul pour les autres points s’en deduit. 


CM A PITRE Y 


111':H0LUTI0N du problicmic de dirichlet 
DANS LES CAS DU C1':RCI,1'] ET Dl^ I.A SPHERE. 
TiiiY)RE]vn-: Di-: iiarnack 


79. Fonctiom. de Green pour le cas du cercle. — II ost facile 
de former la fonction de Green relalive ii un cercle C de centre 0 
(d de rayon a (fig. 54) et ii nn jmint M' interienr ii cc cercle. 


Traeons 0 M' (jni rencontre le cercle cn A et B et prenons 
su/ eette droite le point M" conjugue harmonique de M' par rap- 
port ii A et B. Soient d’autre part M nn point quelconque situc 
ii rinterienr de C et Mj iin point (j[uelcompic sitixc sur le contour 
de G, Bosons : . 
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On a la relation : 


quel que soil le point Mj. 
On a cl’ autre part : 

r 


et 


Posons alors 


lop' -S. — lose— 7- = log — 

C) jjrt w ^ 


log — — = log- 


G = Iog4 + H 


On a bien : 


H: 


,log-i^_log-l 


AH = 0 


et cleplus H prencl bien sur C les monies valeurs que log D’oii 


G = log 


lof 


et G est la fonction de Green cherchee. 

On peut suivre une marclie analogue pour former la fonction 
de Green relative a un doinaine constitue par la partie du plan 
qui est exterieure au cercle C. 

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d’un cercle, 
on sait par la m^me, comme nous PavonsYU, resoudrele probleme 
de Dirichlet pour le cas du cercle. II y a bien encore, il est vrai, 
c|uelcj[ues difficultes. Mais elles seront levees plus loin a prbpos 
de la sphere. II est inutile d’insister sur le cas du cercle, la 
methode a suivre etant la m^me que pour la sphere. 


80. On peut suivre une methode plus directe pour resoudre le 
probleme de Dirichlet dans le cas du cercle. 

Placons Porigine des coordonnees au centre du cercle donne C. 
Soit un point interieur a C. Appelons x, y les coordonnees 
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rectilignes rectangulaires de ce point et p, lo ses coordonneos 
polaires. On a : 

X = p cos OJ 
y = p sin 0). 

Cela pose, on vent trouver une fonction continue V possedant 
des deiivees pai tidies des deux premiers ordres elles-m^mes 
continues et verifiant les conditions suivantes : 

AV = 0 a Finterieur de C, 

V = 'f (to) sur le contour de C, 

<p (co) etant une fonction donnee. Si cette fonction satisfait a la 
condition do Diriclilotj on peut la developper en serie de Fourier ! 


cp (til) == Ag cos n til - 4 "^ Bn sin 

1 1 

Posons alors : 


no). 


QO 00 

V = A(, A„p"cos 110) -f- B„p" 


sin 110). 


Je dis que V est la solution diercliee. 

Remarquons que nous avons suppose implicitement le rayon du 
cercle C egal a Funite. S’il etait egal a R, il faudrait ecrire : 



Mais rien ne serait change pour cela aux raisonnements qui 
vont suivre. 

Etudions la lonction V. Placons-nous d’abord en un point situe 
a Finterieur dii cercle C. En untcl point, on a : 


p<l. 

Prenons p^ tel que : 

P< Po< i- 

Cela est possible. D’autre part il est facile d’assigner une limite 
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superieure N aiix modules des coefficients de la serie cp (oj). Dans 
ces conditions, on a evidemment : 

1 Anp" cos nco I < Np„" 

IB^p" sinnto 1 <Npo‘' 

IAJ<N. 

Les termes de la serie V sont done inferieurs en valeiir absolue 
aux termes correspondants de la serie : 

N + 22n,V 

1 

qui est convergente et a termes tons positifs. Done, dans tout 
domaine interieur au cercle Ci, la serie V est absolument et uni- 
formement convergente et sa somme V estime fonction continue. 
On deraontre de la iiitDne facon que Y possede des derivees par- 
tielles de tons les ordres elles-mtDnes continues. 

II resulte des remarques precedentes que, pour montrer que 
Ton a ; 

AV = 0 

en tout point interieur ii C, il suffit de montrer que clia([uc terme 
de la serie V satisfait ii cette relation. Or on a : 

(x -f- iy)** = p" (cos IKO + i sin luo) 

iMais (x -f- i y)" est une fonction analytique holomorphe de 
X 4“ i y. D’ou : 

A (p" cos mo) = 0 
A (p” sin mo) = 0. 

On pent d’ailleurs Ic verifier directement. Itn cfTet, changeons 
de variables et ecrivons I’identite : 


AY: 


Y-Y 


i)p' 


dY 

dp 


Tout revient ii voir que Ton a : 

d'p" 1 dp” 


dp’- 


1 dn^ 


ii'p 


dco'^ 


P dp 


P' 


0 
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c’est-a-clire : 

n (n — 1) -f- if — n- = 0 

cc qui est evident. 

Eufin, en vcrtu d’un theoreme d’Abel relatifaux series entieres 
il est clair que V tend vers cp (w) lorsque p tend vers 1. Done V 
est bien la fonction clierchec. 

Remarquons que Ton verifie aiseiuent les relations : 


cos no) 

~7~“ 

sin n(o 


:() 

0. 


Si done on pose : 

\r A I A„ cos 11(0 — f- B|, sin iico 

\ - -^+2: ? ’ 


on olitient la solution du probleme dc Dirichlet pour le cas oil le 
domaine envisage est constitue par la partio du plan extcirieure 
au cercle G. 


81. Representation conforme. — Suit line variable coraplexe : 

X ~ X — I — 

Gonsiderons une lonction analytique holoinorplie de la 
variable z : 

r(z)=:XH-iY. 

On a : 

(IX __ OY 
Ox “07 
OX _ OY 
Oy Ox ■ 

D’oii : 


AX = 0, AY=0. 


De plus, X et Y sont continues et possedeiit des derivees par- 
tielles de tons les ordres clles-memes continues. Ge sont <ionc 
eertainement des fonctions liarmoniques. 

Reciproquement, soit X une fonction uniforme de x et y, liar- 
PoixGAiiK, Poteal. Newt. 12 
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moniquc clans un certain domaine D. Je dis C[ue c’est la partie 
reelle d’une fonction de variable complexe reguliere dans le 
domaine envisage. Posons en effet : 


L etant un chemin 
L’expression : 


V r 1 


5X 


dx, 


/(X) (ly 

d’integration cpii ne sort pas du domaine D. 


dX 

Dx 


-cly 


DX 

Dy 


clx 


est line differentielle exacte piiisc|uc Ton a par hypotliese ; 


AX=:0. 

Done I’integrale curviligne consideree est independante du 
clioix que Ton fait pour L. De plus, on a bien : 

clY ^ 

Dx Dy 

5Y _ DX 
Dy Dx 

Done X “f est une fonction anaiytic[ue de x-f- iy- D’ailleurs 
il est evident que cette fonction n’a aucun point singulier dans 
le domaine D. Je dis cju’elle est uniforme. En elfet on a : 

df=dX4-iclY. 

Ylais : 

rdx=o, fcn = o, 

J(f) Ji'-) 

si C est un contour ferine situe tout entier dans D. D’oii : 



0 


dans les inDmes conclitions. 


82- — Soient deux aires a et A limitees respectivement par les 
contours c et C. Supposons qu’il existe une correspondance 
univoque et reciproque entre les points de a et ceux de A, de 
telle sorte qu’a tout point m de a corresponde un point M de A 
et un seul, et reciprocj^uement. On dit alors que Eon a ellectuc 
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la represcnlaiion uniforme cles deux aires a el: A Tune par Tautre. 
Appelons X, y les coordonnees dc m et X, Y celles dc M ; 
X, Y sont des Ibnctions uniformes de x, y ot reciproquemeiit. 

lAmsageons deux courbes tracees dans a el; se coiipant en m: 
il leiir eorrespond deux courbes tracees dans A et se coupant 
eii iM, si, comme nous le supposons, la correspondance etablie 
entro a et A est telle qu’a deux points infiniment voisins pris 
dans a correspondent deux points infiniment voisins dans A et 
reciproquemeiit. 

Si rangle des deux courbes dc A en M est egal a Tangle des 
deux courbes de a en m, c’est-a-dire si les angles sont conserves 
par la transformation, on dit quo la representation est coiifornie. 
II y a d ailleurs deux sortes cle representations conlormes : les 
directes et les inverses, suivant que les angles correspondants 
sont ou non de niAme sens. Je ne nToccuperai que des repre- 
sentations conformes directes. Dans ce cas, X -f- i Y doit (M;re une 
fonction analytique de x-j-iy. D’oti : 

AX OY 


ifx 


lYX 


dy 

dY 


dx 


(les conditions sont necessaires et suffisantes. 

11 est clair que, si 1 on sait faire la representation conforme 
d’une aire a sur une aire p et celle cb^ ,3 sur une troisieme aire y, 
on saura aussi faire la representation conforme de a sur y. 

83. — Supposons maintenant que Ton saclie faire la repre- 
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre que le pro- 
Ideme de Dirichlet ait ete rcsolu pour le domaine a limite par c. 
Mors on pour ra le resoudre pour le domaine A limiie par C. 

Itn eflet notre liypothcse est que Ton sait construire une 
fonction v reguliero dans a verifiant les relations suivantes : 


dS- 


db 


dx^ 


0 dans a 


dy^ 

V’" (S) sur c 

cp (s) etaiit line fonction donnec de Tare s de c. 
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Celti pose, nous voulons trouver une fonction V regiiliere 
clans A et verifiant les relations suivantes : 


dX-' 




0 .. 


clans A 


V = <1> (S) sur G 


<I)(S) etant une fonction clonnec de I’arc S de G. 

En vertu d’une remarc[iie faite an paragraphe 81, v est la 
partie reelle cEune fonction analyticjue holomorplie cle x + iy : 

V + iw = f (x + iy) 

mais on a : 

X4-iY = F(x + iy) 

D’oii : 

V + iw = fj (X H~ iY) 

On pent alors poser : 

Y=:=v(X,Y). 

La fonction Y" est liarmonicj;ne dans A et prend sur G la incline 
succession de valeurs que v sur c. 

On sait resoudre le probleme cleDirichlet pour un cercle. Done 
o;i pent le resoudre pour toutes les aires cpii sont con forme ment 
represcntables sur un cercle. 


84. Gonsiderons encore une aire T. Si Ton connait la lonction 
de Green relative au domaine T et a un point particulier de cc 
cloinaine, je clis que Ton pourra trouver toutes les fonctions de 
Green relatives au meine domaine. En effet on a : 


G=log-^ + II, 

la fonction H etant definie par les egalites suivantes ; 

AH=0 dans T 

II == — los: ..... sur le contour de T. 

r 

La fonction G est uniforme. De plus e’est la partie reelle cLune 
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I'onction analytique de x + i y. Appelons G' la fonction qui lui 
est associee et posons : 

G-4-iG'=f(x-|-iy). 

La fonction G/ est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas I’affii'- 
iner,a cause cle rexistence clu point singiilier sitiie en M'. Mais, 
pour voir ce qu’il en est, il nous suffit do tracer les courbes : 

G = C‘“. 

Nous savons qu’elles s’enveloppent mutucllement (§ 73) et 
qu’elles coiitiennenttoutes le point M' ii leur interieur. Cela pose, 

desigiions par “ et les derivees prises respectivement sui- 

vant la tangente et la normale a Tune de ces courbes. On a ; 

dG' dG 

ds dn 

dG^ dG 

dn ds 

D’oii : 



le contour d’integration etant Tune des courbes : 

G=:G“-. 


Or, nous avons vu que : 


Done : 


/ 


dG 

dn 


ds 


2 7t. 



et la fonction G' n’est pas uniforme, puisqu’elle augmente de 
— 27 c quand on fait decrire au point x, y un contour ferine 
entourant le point ]\L. Toutefois, si la fonction G'' n’est pas uni- 
lorme, il n’en est pas de memo de la fonction : 
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Done on pevit poser : 

e'’' + (x + iy) = X -f- iY, 

etant une fonction analytiqne uniforme de x -)- i y. 

Maintenant, considerons le cercle : 

X^ + Y^=l. 

Je dls que nous pouvoiis faire la representation conforine de 
I’aire T sur ce cercle. On a : 

, Done les courbes : 

G 

se transforment en les cercles concentriques : 

X 24 -Y^=:C‘b 

D’ailleurs la courbe : 

G=:() 

qul n’est autre que le contour de Taire T devient le cercle ; 

X’--t-Y’-=i. 

La representation est ainsi realisee. En consequence, on pent 
resoudre le probleme de Dirichlet pour I’aire T et par suite trou- 
ver toutes les fonctions de Green relatives a ce domaine. La pro- 
position annoncee est done etablie. 

Ce tbeoreme n’est plus vrai dans le cas de I’espace. 

85. Resolution du probleme de Dirichlet pour le cas de la sphere. 

— Nous avons clejii forme (§ 72) la fonction de Green relative a 
une sphere et a un point YE situe ii I’interieur de celle-ci. Si Eon 
appelle (fig. 55) : 

a le rayon de la sphere, 

p la distance OYE, 

r la distance YIM' 

v' .... la distance YlYE', 

on a : 


r 
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En tout point de la surface de la sphere, la relation : 

r' a 


est verifiee, puisque les points M' et sont conjugues liarmo- 
niques par rapport a la sphere. 

Posons : 

8 = ivio^r 


Alors : 


dG 


<? = OM,]Vf 

cos <0 a cos it 


dn 


pr 




dG 


En elFet est la projection sur le rayon 0 Mj des attrac- 



tions dues a deux masses, Pune + 1 sltiiee en IVE, Pautre — — 

. , P 

situee en M". On pent d’ailleurs facilement verifier la formule pre- 

cedente par un calcul direct. Transformons Pexpression de -r— : 

. dn 


dG 

dn 


r cos CO 


a P cos if 

7 




1 -= 
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Or on a sur la sphere 




r'’'* = r'^ -- 


D’oii : 


Mais : 


clG r cos cp ^ p“ rG’os'l* 

dn r'* r'* 


r cos CO = a — p cos Q 


Remplacoiis : 


r'' cos = cos 9 — a. 

p 


dG a — pcosQ 

dn 

dG a 


P cos 9 


dn 


ar‘ 


.. dG . 1 

On vort que est proportionnel a 

Cela pose, cherchons a resoudre le probleine de Dirichlet pour 
le cas de la sphere. II s’agit de construire une fonction V regu- 
Here en tons les points situes a I’interieur de la sphere et satis- 
laisant aux conditions suivantes : 


AV = 0 a rinterieur, 

V = une fonction donnee a la surface 

Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M 
situe a 1 interieur de la sphere et la valeur donnee de cette 
ni6ine fonction en un point h'F de la suriace. Soient, d’autre part, 
cW un element infinitesimal de cette surface et G la fonction de 
Green ayant le point M pour pole. On a (§ 75) : 

le champ d’integration etant la surface de la sphere. Cette for- 
mule permet de resoudre le probleme que nous nous sommes 
pose. Mais il y a deux objections possibles : 
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1“ existe-t-il ? Nous avons vu plus haut que oui. 

2*^ la methode suivie suppose que Ton aclinette d’avance 

Texistence de la solution clierchee. 

Pour atteindre une rigueiir parfaite, il nous faut etablir que 
la Ibnction V construite au moyen de la forniule precedente rem- 
plit bien toutes les conditions imposees a la fonction chercbee. 
C’est ce que nous aliens laire. Nous somines ainsi amenes a dis- 
cuter une integrale connne sous le nom A'lnlegrale de Poisson. 


86. On a : 


D’oii : 

Posoiis ; 


On en deduit : 


dG _ 
dn 



ar 


3 



— p-) V^do)^ 
4 Tear''* 


V' 
4 Tia 



Comparons V a la fonction : 



qui est le potentiel newtonien d’une couclie de matiere attirante 
repandue sur la surlace de la sphere. Soient x, y, z, les coor- 
donnees rectangulaires d’un point et p, 9, © ses coordonnees 
polaires. On a : 

X = p cos cp sin 9 
y == p sin o sin 9 

Z=:pC0s9. 

Grace a ce changement de variables, V devient une fonction de 
p, 9, cp. 

I^tudions I’expression : 

5U 


:86 
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On a ; 


dU DU , DU DU 

p__ = X — ^ y h z . 

Dp Dx Dy Dz 


En eflet ; 

p = _|_ y 2 _)_ ^2 ^ 


Luissons alors 9 et o constants, mais donnons a p iin accroissement 
infiniment petit dp. Nous passons ainsi du point dont les coor- 
donnees sont p, 9, © an point dont les coordonnees sont p + dp, 
9, ©. On a : 

^ i 


DU 

■¥ 


dp 


DU 

Dx 


dx 


DU 


Dy 


dy. 


DU 


Dz 


dz, 


en appelant x, y, z et x dx, y + dy, z + dz les coordonnees 
cartesiennes des points M et W (fig. 56) dont les coordonnees 



polaires sont p, 9, et p -f- dp, 9, ©. Remarquons que dx, dy, dz 
sont les projections orthogonales de dp sur les trois axes de coor- 
donnees. D’oii : 

dx dy dz dp 

^ ————— — — 


Nous pouvons remplacer : 

dx, dy, dz, dp 
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par des quantites jaroportionnelles. On conclul de la : 


5U 

do 


5U 


dU 


dU 


lir + y "57 + .V. 


C’est ce que nous voiilions etablir. 
On a : 


dU 


dp 




i) 

r / 


dp 


tW. 


D’autre pari', on pent ecrire : 

r- = a“-j-p- — 2 up cos 

en posant ((ig. 55) ; 

fj=:M05^b 


On tire de la 

c’est-ii-dire : 

Par suite : 


rdr = pdp — a cos fidp 

dr p — a cos B 
dp r 


_L 

r'^ dp 


dp 


Done 

dU 


2 p — 
‘ dp 




a cos 


dp 


/ 2apcosB — 2p- 


dco' = j' [j.' 


dio' 


Or : 


U: 




dw' 


ct : 




dc,/. 


i8 
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D’oil : 


U4-2p 


op 


V. 


(]ette relation va joiier un role esseiitiel dans nos raisonnenients. 
La Ibnction U est un potentiel newtonien dii a line surface atti- 
rante. Done U a des derivees partielles de tons les ordres qni 
sont fillies et continues, en tout point situe a I’interieur de la 
sphere. De plus on a : 

AV = 0 

clU 

dans le niOme doniaine. Maintenantil est clair c^ue 


dp 


est aussi 


line fonction continue etpossede des derivees a I’infini. En outre, 
on a : 

OU \ . 


A p 


En effet, de la for mule : 

OU OU 


on deduit ; 


A I p 


OU 

Op 

et, comme on a 
ce qui entraine 

on pent ecrire 

La relation : 


Op 


: XA 


Ox 


Op/ 


+y 


0. 


OU 




-z 


OU 

Oz 


OU 

Ox 


H-vA 


OU 


OU 

Ox 


Oy 
AU = 0, 

(f)= 

AV = 0 


+ zA 


Oz 


2AU 


ou \ 

Oz / 


0 , 


0 . 


est ainsi verifiee. 

En un mot, il resulte des remarques precedentes que V est 
line fonction liarnionique dans la sphere. 
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II nous reste a constater que V (x, y, z) tend vers V' (x',y, z') 
qiiaiid le point M (x, y, z) tend par iin chemin qiielconque vers le 
point M' [s! , y', 7.') de la surface de la sphere. 



Rappelons d’abord nn resnllat etabli dans la tbeorie des 
faces attlrantes. Soient (fig. 57) : 

S line surface attirante. 

un point fixe de S. 

M un point de I’espace. 

X, y, z les coordoniKjes de M. 

MMy la droite qui joint M ii My. 

M' un point de S. 

x5 y' , 7 I les coordonnees de M5 

\jI line fonction de x', y', zb 

p,, la valeur de p' en INIy. 


sur- 


Siipposons que le point M teiide vers le point INI,, en suivant la 
droite fixe MMy. Prenons la normale a S en My pour axe des z et 
le plan tangent a S en ]My pour plan des x, y, les axes de coor- 
donnees etant d’ailleurs rectangulaires. Coiisiderons maintenaiit 


rintegrale : 


J 


zp'do)' 

___ 
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r etant la distance MM'. Si les axes sont qiielcoiiques, on a : 

NMn'daV 


H 


N etant la projection de M sur la normale en M„, projection 
laite parallelement an plan tangent en M„. Le cliamp d’integration 
est toujours la surface S dont dw' est ini element. Cela pose, on 
sait que : 

lim. = oJ 

Appliquons cela. 



Fif?. 58. 


On a (fig. 58) : 




d(o' 


V: 


KMNdo)' 


M„N 


Si M tend vers M^, N y tend aussi. Dans ce cas, on a 


lim- 


MN 


lim (a + p) = 2 a, 


car : 


MyN = a — ON — a — p cos a, 
a etant Tangle MON, ce qui prouve c[ne : 

lim M„N =lim (a — p) . 
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B’antre part, en vertu du lemme rappele plus haut, on a : 




lim / 


D’oii ; 

ce qni doiine ]>ieii 


lini V= 4 7xa,u„ 


lim =: V'. 


Kn definitive, il estproiive cpie la fonction V resoutle probleme 
de Dirichlet dans le cas de la sphere. 


87. lleprenons la I'ormnle : 


V = UH-2p 


ou 


On sait (pie 0 est le poteiitiel di'i a nne certaine couche de 
nmtieie altirunUi rcjpaiidue siir la surlaee de la sphere. Aucune 
des masses qui engendrent U n’estsitinie ii rint(iu>ieur de la sphere. 
Done 23), dans ce doinaine, IJ est dciveloppalile en s(h'ie de 
polymimes sjihciriqiies : 

[j = 11,1 -f- -)— iig — |— -l- ii„ -j— ... 

On pent ckn*ire : 

n„-=pAX.„ 

('>l;ant nne fonction spheriqne. D’oii 

U X„ -|- pXj + p-Xjj -f- p"X„4- ... 

l.es (piiantites Xj ne dependent que de B et cp. D’oii : 

p __ pXj -f- ip-Xj^- ... H- np"X„-|-.. . 

Oes deux s('‘ries sent convergentes pour : 

p < a. 

On dekluit de lii qu’arintckieur de la sphere V est dtiveloppalde 
en serie de polyncnnes splniriques : 

V = S (in + 1) p’'X„=: S (in + i) 0,,. 
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Ge developpement est valable pour tout domaine contenu dans 
la spliere. 

On ne pent pas, en general, modifier Fordre des termes dans 
les series precedeiites et ordonner par rapport a x, y, z. Cepeu- 
dant cette operation est possible 24) si : 

p < Aa, 

X etant une constante suffisamnient petite. Done V est une fonc- 
tion liolomorplie dans le voisinage du centre, II en est de mtbne 
d’ailleurs cn tout autre point de la sphere, comme on le verrait 
en ordounant les doveloppements par rapport a x — x„, y — y,„ 
K — Zj,, si Foil appelle x^ y,, Zj, les coordonnees du point considere. 



Tirons de la une iiuportante consequence. Soit un domaine T 
dans lequel une function V est harmoniqiie. Prenons uii point M 
quelconque a Finterieiir de cc domaine et entourons ce point 
(fig. 59) d’une sphere S assujettie seiileinent ii iie pas sortir deT. 
La fonction V est harmoniqiie dans S. Done on pent trouver une 
noLivelle sphere S ayant pour centre le point M, contenue dans S et 
assez petite pour que Y soit developpablc dans S en serie entiere 
procedant suivant les puissances de x — x^, y — y^, z — z„ (si Fon 
appelle x^,, y„, z„ les coordonnees de M). Done la fonction V est 
holomoj'phe en tout point de T. 

88. Methode de Thomson. — • Envisageons une transformation 
ponctuelle de I’esj^ace par rayons vecteiirs reciproques. Placons 
(fig. 60) Forigine des coordonnees au pole d’inversion 0 et sup- 
posons que la sphere directrice ait un rayon egal a Funito de 
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longueur. Si M et Mj sont deux points correspoiidants, on sait 
([U ils sont en ligne droite avec I’origine et c|ue I’on a : 


\oyons Ics applications de cette metliode de transformation 
ii retude du potentiel. 

Cas (Vim senlpomi altiranL — Soient (lig. 61) M' un 




point attirant et M un point attire. An point M' correspond le 
point M j et an j)oint M le point M^. Posons : 


On a : 

et : 


OM 


GAP 


OM. 


OM' 


MM' = r, M^M'^ = r^. 


i 



51 cause de la similitude evidente des triangles OMM' et OM^M'^. 

Supposons que le point M' porte une masse m' et le point M'^ 
une masse m'j. Quant aux points M et AQ, fours masses sont par 
liypotliese egales a -j-l. Alors, si nous appelons V le potentiel 

poiNCAiui. Poieiit, Newt. T-! 
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du al’action de M' sur M et V, le potentiel du a I’action de M', 
sui' Mp nous avons : 

D’oti : 

T “ V, ■ 

Or : 


Par suite : 


V 


m' p' 

Choisissons m', de telle fa^on que ; 


m 


1 


m' p ‘ 

Puisque nV est doniiej on voit que in.| peut 6tre deteiminet De 
plus, le rapport ^ est independant de p. On a alors : 


V p. ^ 


V, 


i 1 


c’est-a-dire : 

V = p,V., v. = ?v, 

2®... Cas de plusieurs points formant iin ensemble discrei. — 
Soient M un point attire portant I’unite de masse et : 

M;M, Mi Mp 

un systeme de p points attirants portant respectivement les 
masses : 

nij^mg nii nip. 

Le potentiel produit en M est : 

1 

en designant par ri, la distance MM,. 
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Appelons M' le point qni correspond ii M dans I’inverslon et : 

M', M', W; M', 

ceux qui correspondent a : 

M, M, M, Mp. 

Posons en general : 

OM = p, OMi = p. 

OM' = p^ OM^,=:p' 


On a : 


ct : 


pp p,p j 


-£l== = 

Pi p I'i 


ri r 

pour toutes les valcurs dc I’indice i dcpuis 1 jusqu’a p. Atta- 
chons maintenant a cliaque point M\ la masse m'; determinee 
par la relation : 

nii ~ Pi 


?v 


D’autre part, considerons le potentiel produit en ]\P par 
rattraction dcs points M'; : 


V' 


p , 
ni j 


On a 


m 


i ni; Pi 


1 m, 


D’oii 


Ti, Pi I'ip p' I'i 

p'V' = V. 


pp'= 1, 


Comme on a : 
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on en cleduit : 

V=-pV. 


3°. . . Cas d’lm volume attiranU — Considerons iin volume atti- 
rant T 011 la densite de la matiere est [jl en cliaque tdement de 
volume dx dont le centre de gravifco est le point M. Soit P un 
point attire portant I’unite de masse. Appelons r la distance MP. 
Le potentiel produit en P est : 



[j-dx 

r 


Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T 
oil la density de la matiere cstjx' en chacpie clement do volume dx' 
dont le centre de gravite est le point M'. Soit P' le point ejui 
correspond a P. Appelons r' lu distance M'P'. Le potentiel pro* 
duit en P' par T' est : 



Le point M' est suppose, lui aussi, porter runito de masse. 
Quant a jr', on pent le clioisir arbitrairement. Posons : 


;Adx^__ 1 
pdx ~ Pm 


Uh 


en appelant la distance OM et pQ, la distance OM'. Dcsignoiis 
encore par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a : 

pMp^M/ = 1 


et : 


D’ou : 




dx' 0 '^ 

M/ 


dx 


M/ — — F 


Prenons done 


1 
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Alors la relation : 

1 ^ 

— ■“ = p M/ 

P-cIt pjf 

est bien verifiee. D’oii : 

P-'cIt' pclx , p !j.dT 

“7r“ = p'm/ • 

On en conclut : 

v' = ,oy, v = p'v'. 

4° Cas (V line surface aUirante. — Gonservons les menies nota- 
tions, en remplacant seulement les elements de volume dv et Ax' 
par les elements do surAice dw' et dw'. On a ici : 


dw^ /; 1 



dw 

-p . 

p M 

On prend done : 

ji- 

- 



-/!) P M 

P m; 

Ton a encore : 

fdo/ 

-=-L=o' 


pdw 

pM ‘ ‘ 

D’oii : 


"O 

li 


5° Cas cl’iine ligne aUirante. — Gonservons toujours les memes 
notations, mais en remplacant les elements de surface dw et dw' 
par les elements de longueur ds et dsA On a ici : 


On prend done : 


it 

ds 


p M 


f __ 1 

[-*• p'w 




[aAIs' 1 

uds ” pM 


et Ton a encore : 
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D’oii : 

V' = pV, V = pT. 

5° Remarque. — Dans tons les cas examines, on a : 

V==pV. 

Supposons que s’eloigiie a I’infini, alors P tend vers I’ori- 
gine, p tend vers zero et V reste fmi. Done V' tend vers zero. 

Supposons inaintenant qne P s’eloignc a I’infini. Alors pV 
tend vers la valeiir A de la masse totale qiii engendre Ic poten- 
tiel V. II en est done de m6me do V' qiiand P' tend vers 
Porigine. 

89. Equivalence desproblemes de Dirichlet intdrieur et ext^rieur. 
■— Soit line fonction V, (fig. 62) liarmoniqiie a Pexterieur d’line 



surlace lerniee S,, s’anniilant ii Pinfini et prenant sur Sj des 
valeurs donnees. Admettons que. les derivees premieres de V, 
restent finies et continues m6me sur S^. On pent alors constriiire 
une fonction definie, uni forme et continue ii Piiiterieur de S,, 
qui premie sur les monies valeurs que et qui possede ii 
1 interieur de Vj des derivees continues des trois premiers ordres. 
Cette nouvelle lonction pent 6tre regardee comme un prolonge- 
ment de la fonction Vj. On a ; 

AVj =0... ii Pexterieur de S, 

AV^ ^0... ii Piiiterieur de S,. 

De plus les derivees de Vj sont en general discontinues quand 
on traverse la surface Sj. Dans ces conditions, il est clair que 
pent fetre regarde comme la soninie de deux potentiels. Pun 
du a line couclie attirante repandue sur S^, Pautre du ii des masses 
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distribuees ii rinterieur de S^. Effectuons maintcnaut la transfor- 
mation do Thomson . Le potentiel devlent un potentiel V et, 
on deux points correspondants on a la relation : 

V,=:pV. 

Par cctte ni6me transformation, la surface devient une nou- 
velle surlace Icrmee S et, side pole d’inversion a ete pris a I’in- 
terieur de S^, I’espace exterieur a devient I’espace interieur 
a S. Le potentiel V est dii a des masses exterieiires a S ou situees 
sur S. Done, ii Pintericur de S, on a : 

AV = 0. 

Done V est harmonique. Do plus V prend sur S des valeurs 
qui sont donnecs par la relation : 

P 


On voit par lii comment on pent ramcner le probleme exterieur 
de Diriclilct an probleme interieur, et reciproquement. 
J’indiqucrai seulement, pour terminer, que, si la fonction : 

V,(x,y,.z,) 

est harmonique ii Texterieur de S^, la fonction : 


V(x,y,z) 




est harmonique ii I’interieur de S. G’est ce que nous venous de 
voir. On pent le verifier par un calcul direct. 


90. Cas du potentiel logarithmique. — Sort un potentiel : 


V = S m log* — ^ 

^ P 

du ii des masses quelconques. Faisons une inversion conime 
ci-dessus, mais en donnant des masses egales ii deux points 
correspondants. On a : 

Vj = Sm log — . 

^ Pi 



a 00 
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D’ou : 

• T r 0^ 

— V = Sm log — — = Sm log > 

Pi 

oil reprcnant los racemes notations qiioi pour le cas cl’iin point atti- 
rant an paragraphc 88. On pout ecrire : 

Vj^ = A" -|- Sm log Sm log • 

On voit quo la differonco Vj — \' no clopeiul quo cl(‘ la position 
ot do la valour dcs masses attirantos don n 60s. 

La conclusion ost la in6mo, qu’il s’agissi' do points discrets, 
do surl'aoos ou do lignos. 

On vorrait, commo pour lo potonticd nowtonimi, qu’on pout 
ramcnor le proljlomo do Diriclilot intcrimir an problemo oxtc- 
rieur, ot rcciproqucmcnt. Seulomont, ici., si : 

V (x, y, jc,) 

cst hannonique, 



Lost aussi. 

91 . Propri6tes des fouctions harmoniques Al'infini. — Oonsido- 
rons I’espace cxtcriour a uno spliero S do rayon i (tig. (> 3 ). Soiont 
M et IMj deux points corrospondants dans rinversion dotinio par 1’ 
prise commo sphere directrico. Posons : 

p = OM, p, = OAV 

On a : 

Si Y, cst line fonction harmonique. a rextericurde 2, lanuVthodo 
do Thomson pcrmet do construirc uno lonction V harmonique ii 
rinterieur de S. Entre los valours do V ct do \\ on deux points 
corrospondants, on a la relation ; 


Remarquons quo y est harmonique m6me an voislnago de 0, 
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poiii'vu quo Vj s’annule a rinfini et s’y comporte regulierement 
comine nii potentiel newtonicn. 



Fig. ()■}. 


Celu pose, on pent eci-ire 87). 

V = >: (2 11 + 1) n„ = S (2 n + 1) 

])’oii : 


V, = -f =s(2n+l).^ 

il IJ 


on posaiit 


V, = S(2n+l) 


n’'n = p;'X„. 


n^„ 


Le developpemcnt de V est valable a riivterieur de S ct celui 


do Vj Test ii rexterieiir. 


92. Remarque. — Coiislderons (fig. 64) line fonction V liar- 
inoniqiie en tout point M situe a I’interieur d’line sjihere S, sauf 
pciit-6.tre au centre 0. 
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S etant une sphere cle rayon p concentrique a S et tout entiere 
interieure a cette derniere sphere. On voit qiie J represente la 



valeur moyenne de V sur S. Envisageons maintenant une sphere 
concentrique aux premieres et cle rayon 1. Soit : 

cl CO 


cIt: 


4 TCP^ 


Alors clcr est un element cle la sphere Q. D’ou 
J = f Vclo-. 


On en cleduit : 

dJ 


clV 
clJ 


clcr : 


1 


dV 


4-p-J(s) cln 


cl to 


y. 


civ 

cln 


cl to. 


Consiclerons deux spheres S et correspondant a deux valours 
clillerentes cle p, p et ph Entre ces deux spheres, V est harmo- 
nitjLie. D’oii ; 




civ 


Par suite : 


cln 
, dJ 


s' cln 

= G'“ = — C. 


dto. 
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On en cleduit : 

dp ~ p2 

T C 

J = y +A, 

A etant unc nouvelle constantc. 

Si V cst liarnionique m6me en 0, J conserve line valour finie 
lorsqiie p tend vers zero, car si on pose alors : 

|V|<N 

on a evidemnient ; 

lJ|<4ixN. 

Done : 

C = 0. 


Lam6me conclusion subsiste, si,V n’etant pas liarmoiiique en 0, 
on pent cependant realiser rinegalite : 


|V|< 


N 



Dans ce cas en elFet, des qiie p serait assez petit, on aurait : 

IVKJ. 


si C etait different de zero. Maiscela est impossible puisque J est 
la valeur moyenne de V. D’oii : 

0 = 0 . 


D’ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d’aiitres cas, 
dll moins en general. Prenons en e/Fet par exemple : 


On a ici : 


D’oii 




d(o 
4 Ttp® 


4txp" 1 

47rp^ p 


C = l. 
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93. Theoreme analogue a celui de Laurent. — Soit V une fonc- 
tlon liarmonique dans I’espace compris entre deux spheres 
coiicenti iques el doiil les rayons sont respectiveinent o 
?i (po“^Pi)' ^ fonciioji ent suscepiihle (Vitn devcloppeiueul 
en seric analogue a celui qui esl coniiu sous le nom de fonnule de 



Laurent pour les fofictions anahj tiques holo/no/phes dans une 
couronne circulaire. 

Soient X, y, z les coordonnees d’un point M situe entre les 
spheres S„ et S^. Posons (fig. G5) : 

p = 0 M — /x" -(- y'*^ -)- z'^. 

jNous supposeroiis, ce qui est permis evidemment, que Y reste 
finie et continue ainsi que ses derivees sur et ; cela revient ii 
dire que V est liarmonique dans un espace un pen plus grand quo 
celui que nous considerons. Dans ce cas, on pent, d’une infi- 
nite de facons, construire une lonctionW jouissant des proprietes 
suivantes : 

W est defini a I’interieur de Sp. 

^ ^ considere une fonction 0 qui coincide avec \ 

entre et Sj et avec W ii I’interieur de Sp, 0 presente tons les 
caracteres de continuite des fonctions harmoniques regulieres. 
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Posons maintenant : 


1 


et 


U: 


4 


A© 


'(Si) r 


On a 


AU = A© = AW pour p < 

AU = A© = AV =0 pour Po<p < p^ 

AU == 0 pour p > pi- 

Or on pent ecrlre : 

V =r (© — U) + U pour p„< p < p^. 

A rinteiieur de Sj, on a: 

A(0~U) = O, 

d’oii (§ 8T) : 

© _ U=S (2 n -h 1) n„ = S (2 n -I- 1) p"X,. 

Ce developpernent est valable pour : 

P<?r 

Celapose, U est iin potentiel newtonien engendre par des masses 
situees toiites a I’interieur de S„. Done, pour ; 


on a (§ 91) : 


On conclut de la 


U=:S 


Po<P<Pi 


IP 


X' 


n' 


on encore : 


V = S(2n+l)n„H-S 


V=S(2u+l)?"X. + S-^ 


Ce developpernent, dont Panalogie avec celui de Laurent est 
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manifeste, est valable a I’interieur clu clomaine oil V est harmo 
nique, c’est-a-dire pour : 


Po< p < pi' 


94. Je dis que le developpement precedent n’est possible que 
d’line seule maniere. Cela peut jaaraitre paradoxal, car le choix 
deW comporte beancoup d’arbitraire. Neanmoins, voici la preuve 
de ce fait. 

Commencons par demontrer une importante propriote des poly- 
nomes splieriques. Posons : 

n„= p‘’X.. 

Xn et Xp etant deux fonctions splieriques. Considerons une 
sphere Q de rayon p ayant pour centre I’origine et coniparons 
son element infinitesimal dw a celui de la sphere S concentrique 
et de rayon 1. Si I’on appelle pjO, ip les coordonnees polaires 
d’un point, on a : 

dw = p^ sin 0d8d:p = p^lo-. 


D’autre part^ on a : 


X) 


dn„ dn , 

■ Il.,_4_bL cl(O=:0 


dn 


dn 


en vertu de la Ibrmule de Green, car : 


Mais ici : 

d’oii : 

Or: 


An„ = 0, AIlp^O. 

_d 0 

dll ~dp 



Op 


dir = 0. 


on. 




on, 


:np" 


X„ 
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Remplacons ; il vieiit : 

(p_„) pf*— jr^x.x„da = o. 

Done, si n=^p, on a: 



^X„Xp sin OclGda =: 0. 


II est clair cpie cela n’est ^ilus vrai si n— p. 

Siipposons maintenant qu’il y ait deux developpements pos- 
sibles pour line lonction V harmonique entre deux spheres con- 
centriques et S^. Posons : 


X' 


. 

r 

Notre hypothese iniplique qu’on puisse ecrire : 

SY„ = 0 


en retranchant run de Pautre terme a terme les deux developpe- 
ments distincts de la mfinie Ibnctioii. Or je dis que cette conse- 
quence est absurde. En elFet, nous savons que la serie 2Y„ est 
uniformeinent coiivergente comme etant la difference de series 
qui le sont. Multiplions alors los deux niembres de I’egalite : 

2Y„=0 

par Yp et integrons sur la sphere S. On a: 



en permutant les signes S et j , comme cela est permis a cause 
de runiformite de la convergence. Dans I’egalite precedente, le 
signe S ne porte que sur les termes pour lesquels on a : 

n^p. 


Jjj dcr = 0. 


Mais on a: 
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D’oii 


On en conclut : 




Y, = 0. 


Cela a lieu pour toutes les valeurs cle I’indice p. Done, si Ton 
pose : 

V = SY", 


on a : 


Y ^Y' 

X ,j i. 


Le developpement etuclie n’est clone possiljle cj;ue crime seule 
maniere. 

95. Remarques. — Consiclerons une Ibnction V hannonicjiie a 
I’exterieur cl’une sphere S„ de rayon p„ sauf peiit-6tre ii rinhni. On 
peut ecrire : 

r 

Ce developpement cst valable clans I’espace compris entrc la 
sphere Sq et une sphere quelconcjue clout le rayon estplus grand 
Clue p„. 

Supposons maintenant que Ton puisse realiscr, pour toutc 
valeur de p, I’inegalite : 

|Vl<?{p)?-. 

'■?(?) tenclant vers zero quancl p augmente indefinimcnt. Jc clis 
ciue, dans le developpement cle V, on aura : 

X,=:0. 

En effet, on peut ecrire : 
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J3;ins cette formiile, le signe ^ porte sur cles termes pour les- 
(jiiels on a : 

p:^n. 

Oil salt quo la lonction X„ est liiiie. Ecrivons done : 

1X,.|<M. 

D’autre part, on a suppose : 


IV! 




D’ou 


f A. 

Ju:.) 0" 


< 47lMc 2 fo). 


Maiutenant, on a : 

r X„X„do- = (), C x;x.,dcr;=:() 

*3(11) Jiz) 


si p n. Dc la resultent les relations : 


y 


11 + 1 


do- = (). 


On en conclut : 

4'n:M'j3(o)> r X^do-H — — — f XX' da 

‘ */(!!) ~ p-“ ^ J(E) " " 

liaisons croitre p indefiniment. Le second terme du second 
menibre tend vers zero et il en est de mcme dii premier membre. 
On a done a la limite : 


D’oii, Ibrcement : 


cc qui implique : 


f XLda^O. 

J(s) 

f XVla=0; 

Dis 


X =0. 


La proposition enoncee est etablie. 

I’OiNCARE. Potent. Newt. 
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Voici une application. Supposons que Ton ait : 

iV|<Iv", 

K etant une certaine constaiite positive. On pent ccrire : 


1 V I < — o" + P 


,p ‘ 


quel que soit p. Prenons : 


? (?) 


K 

'Tp' 




On est clans le cas sigiiale plus liaut, D’ou : 

X =0 

pour toute valeur positive do p. Dans ce cas, on a 

V = X(, + pXj H- + p"X„ + 


pour toute valeur cle p supericure ii p^. La valeur principale de V 
a I’infini est alors : 

X„ -f- pXj -f- p"X„ ; 

c’est un polynome. 

Si la lonction V est on outre liarmouicpie et reguliere a I’inte- 
rieur de on a simplement : 

V = X(, 4- pXj -f- p^X,^ p"X„ 

et alors V est un polynome . 

Si enfin V est une fonction harmonicjue reguliere dans tout 
I’espace, sauf a I’infini, et si Ton a : 

1V1<K, 

on voit cpie V se reduit a une constante X,,. G’est lii un theoreme 
analogue a celui cj[ui est connu sous le noin de Liouville dans la 
theorie des lonctions analytiques d’une variable iniaginaire. 

96. Autres remarques. — Soit une fonction V harnionique 
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a rintericur d’une sphere Sj sauf au centre 0. Entourons ce 
point d’une petite sphere S^. On a ; ' 

y/ 

V = So"X H-S . . 

r n 1 I 

r 

pour p compris entre pj et p„. Mais p^ est quelconque. Done ce 
developpemeiit est valablc pour tout le domaine limite par Sj, 

Si on a : 

|V|<-EM_ 


?(p) l^endant vers zero en m^me temps qiie p, on voit comnie 
ci-dessus que X'„ est nul. 

Done si : 

|V|<-^ 


on peut ecrire : 


V = Sp"X,. 


X' 


X' 


X' 


La ddmonstratioii est la m6me que pour la proposition analogue 
du paragraphe precedent. Dans ce cas, le produit p„V restc fmi 
a Torigine. 

Si la ionction V est en outre harmonique et reguliere a rexte<- 
rieur de S^ et merne ii I’infini, on a simplement : 


V: 


X' 


X' 




X', 


Enfin si on a en plus : 


|V1< 


K 


V se comporte comme un potentiel a I’infini et alors on a 

p 


V 


97. Theoreme de Harnack. — Soit un domaine T. Considerons 
line suite de fonctions : 


u„u„. 




definies dans ce domaine. Nous ferons les hypotheses suivantes 
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1*^... toiites les foiictlons U soiit liarmoniqiies dans T. 

2°... toutes les fonctions U sont positives dans T. 

3”... on pent assignee iin noml)re positif K, indepondant de n 
ct du point X, y, z clioisi dans T, tel que : 

Void line premiere consequence. La serie : 

Uj --j~ — I — • • ■ • • — (— 

est convergente cn tout point de T. Sa somine cst done une 
fonction de x, y, z defmie dans T. Je dis que cetle fane lion esl 
harmonique. 



Prenons en elFet, dans le doraaine. T, un point quelconque 
(fig. 66). Fnitourons ce point d’une premiere sphere S' situd' 
tout cntiere dans T, puis d’unc secondc sphere S concentrique a 
la premiere et interieure l\ celle-ci. Soit M' un point de S' place 
au centre de gravite de I’element dio' de cette sphere. Appelons 
Un' la valeur de en M'. Prenons maintenant un point M a Pin- 
terieur de S et appelons la valeur de la fonction envisagee cn 
ce point. Posons : 


M^M=:p, MM' 
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et clesignons par a le rayon de Puisque U„ est harmonique 
dans on a : 


a=r Wn -, — 

'{SI) 4 TTar'' 


Posons 


On a : 


D’ou : 


An 


RSI) 


U4dco'. 


Done la serie 


y A,--=r / SU'„do/. 

Au J(S/) 

L 

n 

0 <^A„ < 4 7:a‘^K . 

1 

Aj + A^Hh H- A„ + ,. 


dont Ics termes sont tons positils, est convergente. 
Posons : 

..2 q 2 

4-4- =G>o. 

4'n:ar 


11 est clair que r ne s’annule jamais, si, coinme nous le suppo- 
sons, M reste dans S et sur S^ On a : 

r> a — b, 


en appelant b le rayon de S. Done Q et ses derivees successives 
sont des fonetions qui restent toutes finies. Posons : 



<Bn 


09 



0|<B. 

09 

“oi~ 


<B. 


0^9 

0x2 


< etc. 


On a 


U„ 

OIL 


Ox 

O^IL 


Ox^- 


: I UL9d(oL 

J(SI) 

rf 

J SI) Ox 

J(si) 


U' 


0^9 

Ox-^ 


doL 
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D’oil 




()ll„ 

Ox 


<B^A, 


Ox^ 


-<B,A„. 

etc. 


Considerons alors les series ; 

Uj-j-U^-j- H-U,,-)- 

I OU,, 

Ox Ox 

, o^u, , , o^u,„ , 

0x‘^ ~^"0x''^ 0x‘-^ 


Elies sent toutes comparables a la serie : 

Aj — (— Ajj — f- — |— A„ — |— • . • 


Done elles sont toutes absoliimeiit et iiniformeraent conver- 
gentes dans S. On conclut de lii qiieleurs sommes sont des fonc- 
tions continues dans le mOnie doniaiiic et qii’ elles out respective- 
ment pour valeurs 


U. 


OU 

Ox 


0-U 

--r-V) etc. 

Ox- 


Par suite U a des derivees de tous les ordres dans S. 

D autre part, en vertu de ce qui precede, on pent ecrire : 


AU==SAU„ 


et CO mine : 
on deduit de la : 


AU..=:0, 
AU = 0. 


Done la fonction U est harmonique dans T : le theoreme de 
Harnack est demontre. 


GHAPITRE VI 


DOUBLES COUCHES 


98. Definition d’une double couclie. — On est amene a coiisi- 
derer dans la tbeorie du magnetisme des systemes attirants for- 
mes de deux, couches attirantes infiniment rapprochees m." 

et telles cpi’eii deux points correspondants de ces deux 
couches les densites soient egales, de signes contraires M'-r 
et tres graiides. De pareils systemes s’appellent dou- \ 
hies couches. \ 

Precisons cette dcHiiition. \ 

Solt (fig. 67) un point attirant, m sa masse, et M U’' 

mi point attire. i)esignons par xV y^ z' les coordon- \ 

nees du point M', par x, y, z celles de M et par r la \ 

distance hlM'. Le potentiel newtonien V du a la masse m \ 

a pour valeur au point M : \ 



Supposons quo, M restant fixe, h'P se deplace, et 
soient v), ^ les composantes de sa vitesse ; les coordonnees 
x', y', z' et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a : 


et 


dx' dy' clz' 

"dT’ ^ — "dT’ 


dV 

dt 


m 



r 





r 


Dy' 


'n 
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La variation dV du potentiel pendant ini temps tres petit dt 
est done : 


dV = mdt 



r 




r 







Pendant ce temps dt, le point M' est veiiu en ]\L' et dV n’est 
autre que la difference de deux potentiels : Pun du a la masse 
-h m situee en I’autre ii une masse egale situee en j\P; on 
pent aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels r 
Tun du a la masse + m situee en ]\L^, Paiitre a la masse — m 
situee en ]\L, 

L’expression dV est clone encore iin potentiel newtoiiien, celui 
qu’engeiidrent deux masses tres volsines Pune de Pautre, egales 
et de signes contraires. G’est, par exemple, le potentiel ePun 
tres petit aimant dont le pole austral serait en M'' et le pole 
boreal en M'. 

Considerons de m6me un volume attirant; son potentiel est 
exprime par Pintegrale : 



Supposons cj[ue cliacun des points attirants J\P se deplace, 
pendant un temps tres petit dt, ePune tres petite quantite M'M" 
dont les projections siir les trois axes de coordonnees soient ?dt, 
rjclt, i^dt; la variation dV du potentiel sera : 




r 




cV. 


Cette integrale pent ctre consideree comme le potentiel cPuii 
volume magnetiejue, cbac[ue element dv^ de ce volume ayant un 
moment magnetique dont les projections sur les trois axes sont : 

ydtdT'f, p/dtek'r,, p/dtck'i;. 


Lxaminons enfin le cas ePune surface attirante ; son potentiel 
V est represente par Pintegrale de surface : 
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Ell operant comme precedemment, on est conduit a envisager 
I’integrale 


(i). 


p'dt 


(Ex' 






Cette integrale pent 6tre consideree comme representant le 
potentiel du a des masses attirantes repandues sur deux surfaces 
tres Yoisines dont les jioints se correspondent de maniere qu’en 
deux points correspondants les densites soient egales et de 
signes contraires; le segment determine par deux points corres- 
pondants a pour projections, sur les axes de coordonnees, 
^dt, Yjdt, iidt, les quantites r,, 'Q etantdes fonctions de x', y', '/J ; 
la direction de cettc ligne varie done d’un point a Faiitre de la 
surface. 


On pent encore considerer I’integrale (1) comme le potentiel 
engendre par une inlinite de petites aiguilles aimanteesimplantees 
dans la surface, la direction de Faiguille qul perce la surface au 
point x', y, yJ etant celle du vecteur r,, C- Une telle distribution 
de masses attirantes s’appelle fenillet magn&Lique. 

II est clair cjue, dt etant tres petit, le potentiel d’nn feuillet 
magnetique est lui-m6me tres petit, si la densite p.' est finie. bln 
general on suppose la densite tres grande de facon que le produit 
p'dt soit fini. Le potentiel prend alors une valeur fiiiie et on pent 
I’ecrire : 



[L ayant dans cette expression une valeur finie et designant la 
m6me chose que p^dt dans I’expression (1) . 

Supposons maintenant que le vecteur rj,i^soit, en chaque 
point, normal a la surface, c’est-ii-dire que Eon ait : 

a', |S', y' designant les cosinus directeurs de la normale au point 
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x', y' , z ' ; le feuillet pi’end alors le iiom de double coucheei le poteii- 
tiel s’exprime par I’integrale : 




99. iltude dupotentield’tme double couche. — SoitVle potentiel 
d’uiie double couche S ; on a : 



Posoiis : 



j' a'pi'doy 



i r 

U,=: 



la fonction V prend la forme : 


( 2 ) 








On voit par la que, les fonctioiis U^, U^, U 3 etant des poteiitiels de 
simples co?^67ies, c’est-a-dire des potentiels de surfaces attiranles 
ordinaires, la fonction V se comporte comme les derivees pre- 
mieres de ces potentiels; en particulier, la fonction doit eprouver 
line discontinuite quand le point attire se deplace en francliis- 
sant la surface S. Nous etudierons plus loin cette discontinuite; 
reniarquons pour I’instant qu’en vertu de la formule ( 2 ), le poten- 
tiel d' line double couche est une fonction harmonique en tout 
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pomt de Vespace sauf suv la surface (pd ports la double couche 
elle-meme . 


100. Avant cretudier ce qiii se passe sur la surface elle-m6me, 
donnons an potentiel une iiouvelle forme qui nous sera tres utile 
dans ce qui va suivre. 

Reprenons la lorniule (IJ et considerons I’expression 








1 

d — 


()z 


Cette expression n’est autre que la derivee de — prise suivant 
la normalc a la surlace dont les cosinus directeurs sont a', [^^Y ; 



designons, suivant la notation habituelle, cette derivee par 

dn 

le potentiel V devient ; 



Soient alors (fig. 68) dto' un element de la surface, M' son centre 
de gravitc, M le point attire et cp Tangle de MM' avec la direction 
de la normale suivant laquelle on a differentie ; on a : 



r 


dn 



cos cp, 


quel que soit le sens clioisi sur la normale. Tracons maintenant 
la sphere de rayon 1 ayant le point M pour centre et appelons 
do-' Taire de la portion de cette sphere decoupee par le cone ayant 
pour sommet le point M et pour base Telement dto'; la quantite 
do-' s’appelle Tangle solide sous lequel Telement dw' est vu du 
point M. On a : 


dto' = it 


cW'.r^ 
cos cp 


Le double signe provient du double signe de coscp, c’est-a-clire 
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cles tleiix sens possibles sur l;i iiormale. Comparons les deux for- 

mules precedeutes ; il vient : 



dn 


dto' 


cos Cff 


:±:dcr', 


et reltunent dV dc potentiel du a 
relement dw' a pour expression : 

(1 ) d V = p'do-' . 

On pent I'ccrire : 

(2) dY=:p/da-', 

en convenant de donner un signe a 
do-'. Pour voir comment nous devons 
choisir ce signe, traeons (fig. (il)) les 
deux surCaces infiniment voisines ; 
appelons Sj celle de ces deux surfaces 
oil la deiisitc est representee par la 
I'onction [j/, et I’autre surface oii la 
(58. densile est representee par — p.'. 

Soient a^bj et aj)^ deux elements 
correspondants d’egale etenduc do/ ; soit enfiii M lo point attire. 
Joignons le point M a un point de relement a,bj et supposons 
que cette droite ne rencontre la surface Sj 
qu’apres avoir traverse il est clair que 
le potentiel du a I’ensemble des deux ele- 
ments a, ail point M, le signe de -j- p.', 
c’est-ii-dire le signe de la densitc sur Pcle- 
ment aji^. Il faut done choisir le signe -f- 
dans la formule(l), c’est-ii-dire considerer 
do' CO mine positif dans la formule (2). 

Au contraire, si la ligne qui joint le 
point M il Pelement do/ rencontre avant 
Sj, il faut considerer do' comine negatif. 
hnd’autres termes, si Ton appelle cole positif did S celui de et 
cole negatif S^jOn prendra comme sens positif sur lanormale 


Bl 
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celui c[ui va clu cote negatil an cote positil ; par suite, 1 element 
do-' de la sphere de rayon 1 qui correspond ii relcment cW de S 
sera considere coinrae positil' si do/ presente au point M son cote 
positif, et comme negatil' si do/ presente son cote negatil'. 

Gela pose, I’expression du potentiel dn ii la double couche 
tout enliere est 

(3) V^Jp'dG-/ 

C’est la I'ormule que nous voullons etablir. 

101 . Voyoiis maintenant ce qui se passe quand le point attir(§ M 
se deplace et rranchit la surl'ace. 

Traitonsd’abord le probleme ensupposantla densite constante. 
Le potentiel prend alors la lorme : 

V = p' I dcr' . 

Nous distinguerons deux cas : 

— Supposons (fi g. 70) quc hi surlace aitune lorme et line 
position telles que toute droite issue de iNl ne puisse la rencon- 



trer qu’en un seul point. Dans ce cas, ses elements presentent 
tons le m6me cote au point M, les quantiles dc s ajoutent, cai 
elles ont toutes le inline signe etleur somme est 1 angle solide D 
sous lequel la surface est vue du point M. L expression du poten- 
tiel est done 
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Tangle solicle Q etant positiC ou negatil' suivant le cote de la sur- 
iace qui est tourne vers le point M. 

Un cas cle ce genre est realise si la surface S est une portion de 
plan. On voit alors iminediatement ce qui arrive lorsque le point M 
se deplace et vient traverser le plan en im point de la double 
couche. Si le point M tend vers ce point du cote positif du plan, 
1 angle Q tend vers 2?: et le potentiel vers ; si au contraire 

M tend vers ce jneine point du cote negatif, Tangle solide Q tend 
vers — 2 t: et le potentiel vers ~2Txp'; le potentiel d’une double 
couche plane subit done une augmentation brusque de 47ipOpiand 
on traverse la double couche en allant du cote negatif au cote 
positif. 

2“ ca>t. — Supposons (fig. 7i) la surface S telle que certains 
rayons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs 



points. C est le cas general. A un meme element dc^ de la sphere 
de rayon 1 tracee autour du point M, peuvent correspondre plu- 
sieurs elements dto^^ dco^^, dco'^ — de S ; supposons cpie N de ces 
elements tournent leur cote positif vers le point M et queNAour- 
nent leur cote negatif vers ce meme point IM. Considerons alors 
da-' comme positil pour tous les elements possibles de S j nous 
pourrons ecrire : 

V-= p'J(N — N')da'. 

C est cette integrale qu il s’agit d’etudier au voisinage de la sur- 
face ; cette etude se fait sans peine dans le cas d’une surface 
lermee et le cas cTune surface quelconque non fermee s’y 
ramene. 
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Traitons done d’abord le cas d’une surface fermee. 

Trois circonstances peuvent se presenter : le point M pent etre 
interieur a la surface, a rexterienr de la surface, sur la surface. 

Supposons-le d’abord a Finterleur. Tout rayon vecteur issu de 
M coupe la surlace un nombre impair de fois (fig. 72) puisqii’on 



part de I’interieur et qu’on va a rexterienr. Les divers elements 
de surface rencontres successivement par un nu'^me rayon vecteur 
tournentalternativement leur cote positif et leur cote negatif vers 
le point M. On a done.: 

N — N'=±l 
et 

V = da' = dx 4 TCjji.'. 

On doit choisir le signe -f- et ecrire V = 47:p.' si e’est le cote 
positif de la surface qui est ii I’interieur ; on doit, an contraire, 
choisir le signe — et ecrire V = — 47zp.' si le cote positif de la 
surface est le cote exterieur. 

Supposons maintenant le point M a I’exterieur de la surface 
fermee ; on voit alors (fig. 73) que tout rayon vecteur issu de M 
coupe la surface en un nombre pair de points et c[ue Ton a : 

N — N' = 0, 

d’oii Ton conclut 

Y=0. 
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Ainsi, en lout point exterieur a la surface, le potentiel est mil ; 
en tout point interieur, il est constant et egal ii dz ; il fai I 
clone un saut brusque cle 47:p/ cpiancl on franchit la surface. 

Supposons enfin le point M situe sur la surface ; snpposons en 



outre qu’en ce point la surlace admette uii plan tangent bien 
determine. Deux cas peuvent alors se presenter. 

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entiere 
situee crun m6me cote clu plan tangent. Tout rayon vecteur issu 



cle M lie coupe la surface qu’en un nombre impair cle points 
autres cpie M ; la diflerence N — est done egale a ±; 1 et I’inte- 
grale J" do-' n’est etendue cj;u’aune moitie de la sphere cle rayon 1. 
Par suite, on a: 

y = ±:2T:p.'. 

Dans le second cas (fig. 75) , le plan tangent partage la surface 
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d’elles correspoiul 
line moitie cle la sphere cle rayon 1. Pour toute la partie AM'B, 



un rayon vecteiir qiielconque issu de M rencontre la surface un 
nombre impair de fois ; on a done : 

et Pintegrale p.'J'do-^ (N — NO,etenduea riiemispliere correspon- 
dant, est egale a ±;27t[A. 

Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur 
issu de M rencontre S un nombre pair de fois ; on a done : 

N — 0, 

et Pintegrale (N — N') da' etendue au deuxieme hemisphere est 

nulle. 

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point 
quelconque de la surface : 

On choisit le signe -f- ou le signe — suivant cjue le cote posi- 
tif de la surface est le cote interne ou le cote externe. On voit 
que la valeur constante dii potentiel sur la surface est la demi- 
somme des valeurs constantes qu’il a a Pexterieur et ii Pinterieur. 

1 5 
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Quant aux clerivees, elles sont nulles a Finterieur comme a Fexte- 
rieur et n’eprouvent done aucune discontinuite quand le point M 
franchit la surface. 

Le probleme est ainsi completement resolu, dans le cas oil la 
densite est constante, en ce qui concerne les surfaces fermees ; 
passons au cas d’une surface quelconque. 

102. Soit (fig. 76) S line double couche quelconque limitee 
par une courbe C ; cette surface S, ayant deux cotes, on pent en 
tracer une deuxieine S'^, limitee a la nieine courbe L et telle qiie 
Fensemble de ces deux surfaces constitue une surface fermee. Tra- 

cons done et supposons que cette 
surface porte une double couche dont 
Fepaisseur et la densite soient les nichnes 
que celles de la double couche donnee. 
Appelons V le potentiel de S, Y' celui 
de S' et W celui de la surface fermee ; 
on a : 

■ W==V + V'. 

Considerons alors deux points M, 
et IVQ situes de part et d’autre de S et 
tres voisins Fun de Fautre ; puis designons par Wp Vp V'p les 
valeurs des trois functions considerees en et par Wp V^, V'^ 
leurs valeurs en ; on a : 

W, = V,H-V', 

W, = V,H-V'.p 

d’oii : 

(1) W, - W, = (V, ™ VJ 4- - vg . 

W designant le potentiel d’une double couche repandue sur une 
surface fermee, on sait, d’apres ce qui precede, que Fon a ; 

W, — W2-=d=47rp'. 

De plus, les points et n’etant pas situes au voisinage 
de S', la fonction Y' est continue en ces points et la dilFerence 
Y\ — V '2 est infiniment petite ; Fegalite (i) devient done ; 

V, — V, = ±47IUl'. 
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Soifc iiiiXintGiiunt uii point sitiie siii’ S eiitre les points M ct 
; clesignoiis par Wo, Ics valcurs des trois potentiels 

en Mo, on a : 


^ Wj -W W3 


w 






v^i + 
2 



Lc denxiemc ternVc da second membre est infiniment petit 
piiisque V est continii an voisinage de M„; le premier membre 
est mil puisque W designie le potentiel relatif a ime surface 
fermcej done lc premier terme du second membre doit etre 
infuiimeiit petit ct 1 on voit que Vy est la demi-somme de V 
et VV ■ . ^ 


AinsI, dans ,le cas oii la densite est constante, qu'il s’agisse 
d’une surface fermee on d’une surface quelconque, le potentiel 
d line double conclie croit lirusquement de 4,- tju/ quand on Iran- 
chit la surface en allant du cotc neg’atil au cote positif; sur la 
suilace, il prend une valour egale a la moyenne aritlunetique des 
deux liniites vers lesquelles il tend quand on s’approclie indefi- 
niment do la surface dn cote positif et du cote negatif. 

Quant, aux derivees premieres, dies n’eprouvent aucune dis- 
contlnuite quand le point attire traverse la double couclie. Cela 


est bien evident puisque les derivees de W sont partout nulles et 
que celles de V'" restent continues au voisina<'>’e de S 

O 


103. — Abordons maintenant le cas general oil la densite est 
variable d’un point a I’antre de la surface. 

Nous Icrons les deux hypotheses suivantes : 

1” La ionction [x’ rcste liuie et continue ; on pent alors trouver 
un nombre A fixe tel qu’en tout point de la surface on ait : 

|g/|<A. 


2” .Ini surlace proposee est telle qu’une droite quelconque ne 
la coupe qu’en un nombre limite de points ; nous appellerons N 
une limite superieure de cc nombre. 

C,es deux hypotheses nous lournlssent une limite superieure des 
valeurs du potentiel. Soit en effet dd un element de la sphere 
de rayon 1 considerec precedemment ; a cet element correspon- 
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dent plusienrs elements de la double couclie (en nombre moindre 
quc N) et par suite plnsieurs elements de I’integrale : 

Y=J[JL'dcr'. 

Desigiions par S p/ dcr^ la somme de ces elements ; on a : 

ISpWl<NAd^', 

et par consequent ; 

|Yl<jNAdc7', 

c’est-a-dire : 

1 Yl<47rNA. 

Cela pose/ considerons une double coucbo quelconque S 

s 


(dg. 77). Soit M le point attire; supposons que cc point tende 
vers un point Mg de la surface oii la densitc est p,,. Posons 

C’est le potentiel d’lme double couclie dont la densitc est 
constante. Comparons ce potentiel a celui de la double couclie 
donnee : 

V=J\/cW. 

Pour cela, envisageons Pintegrale 

On a ; 

Y = U + W. 

Nous savons coinment se comporte la fonctioii W; elle a ete 
etudiee au paragraplie precedent. 

Etudions la fonctioii U et voyons comment elle se comporte 
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(iuuiul M tend vers M^. Celte fonctlon cst un potentlcl de double 
couche doiit la dcnsite est variable, mats presciite ceci de parti- 
culier qii’elle est iiullc an point My. Nous aliens montrer cpie cc 
potentiel reste continu cpiand le point M tend vers M,,. 

Du point My coinine centre deerivons unc sphere de rayon p. 
(iette sphere partage la surface S on deux parties : Tune S' est 
comprise a rinterleur do la sphere, I’antrc S'' est constituee par 
le reste de la surhice S. 

Appelons U' ct U" les potentlels diis respectivement a S' et S"; 
on a ; 

U=:U'4-U^'. 

Designons, en outre, par U,,, IJ',,, U"„ les valours de U, U', U", 
au point M,,. Nous voulons denioutrer qiie Ton a 

lim|U— U„1 = 0 

(pumd jNI tend vers M„, c’est-ii-dlre que Fon peut prendre M assez 
voisin do pour satisfaire a Fincgalite 

s ctant un nombro donne ii Favance aussl petit qu’on le veut. 
Pour cela, reinarqiions que Fon a 

u — U„ = U' — U'„ + U" — U",, 

d’ou : 

(:t) |U-UJ<1U-U',H-|U"-U"J. 

Dela pose, observons quo, p' etant lini sur la surface S, p' — p„ 
Fest aussl et que Fon peut assigner au module de cette dillerence 
Line liinite superieure a sur la surface S' ; on a clone, en tout 
point de S' : 

I f'-— F ol<^-; 

cFou, en vertu d’une Inegalite demontree plus haut : 

I U' I < 4 7t:N a 
et 

IU'J<47xNa. 

Gomme p' est supposee continue, on peut restreindre assez la 
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surface S', c’est-a-clire prendre p assez petit, pour que Ton ait : 

et qu’ainsi Ton ait : 

(2) jU'-U'„l<-3-. 

p etant ainsi fixe, la surface S' est Lien determiiiee ainsi que 
la surface S". Considerons alors la dllFerence U" — U"„ ; la fonc- 
tion LI", etant Ic potentiel de S", est holoinorplie en tout point 
qui n’est pas sur S" et en particulier au voisinage de M„ ; on pent 
done clioisir le point M assez pres de pour que Ton ait : 


( 3 ) 


U" 


u;i< 



Rapprochons alors les inegalites (2) et (3) de rinegalite (1); on 
voit que Ton a : 


Itl — U„|<e. 


La fonctioii U reste done continue au voisinage du point M^, 
c’est-ii-dlre quand M tend vers et Ic depasse. 

Remarquons que M peut tendre vers de trois facons ; 

1® En restant exterieur ii S, et du cote posltif ; 

2° En restant exterieur, et du cote negatif ; 

3° En restant sur la surface. 

La demonstration precedente s’applique dans ces trois cas. 
Revenons maintenant ii I’expression de V ; 

Y = W-1-U. 


Puisque U reste continue au voisinage de M„, V eprouve en ce 
point les m6mes discontinuites que AY. Ces discontinuites ont etc 
etudiees au paragraplie precedent ; servons-nous des resultats de 
cette etude, nous oLtenons pour Y" les conclusions suivantes : 

1° Lorsque le point attire d/, d’ahord exterieur d la surface^ se 
deplace et la traverse en uji point oh la densite est le poten- 
tiel de la double couclie crott hrusqueinent de 4^p-u ei le point M 
passe du cote negatif an cote positif de la surface. 
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2” Le poleniiel d’lme double couclie resle conlinu sur la surface. 

3“ Sa oaleur, en an point de la surface, est la inoyenne aritli- 
nietique des paleurs qu’il prend en deu.r points infiniinent voisins 
du premier, mais situes de part et d’aulre de la surface. 

104. — Le premier de ces resultats, que nous venous d’etablir 
directement, pouvait 6 tre obtenu immediatement comma conse- 
quence de la theorie des surfaces attirantes. 

Nous avons demontre plus liaut, en elTet, la formule sui-' 
vante (99) : 


V: 


311, 


Ox 


, OU., 


Oy ^ 

^ Oz ) 


U,, Ug, U 3 etant trois potentiels de simple couche : 

j a'p'dc/ 


U.. 


r y/dg/ 


Supposons que le point M, d’abord exterieur a la surface S, 
tende vers un point M„ de celle-ci et la franchisse en ce point ; 

OU, OU, 0U3 


les derivees premieres . , ^ 

^ Ox Oy Oz 

nuites (voir n® 51). 

(les discolitinuites ont pour valeur : 


OU, 

OU., 


0 U 3 

Oz 


UTra a .a' 


47:3'u.'.3^ 


dTxy'jL.Y': 


eprouvent des disconti- 

= — 


Le saut brusque de V est done : 

4 (a'2 4- 4_ = 4^p.' ; 

e’est la valeur trouvee precedemment. 
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Remauque I. — Nous avons appele « cleiisite », clans ce qui 
precede, laquantite ; en realite, la clensite cle la double coiiche 
est le quotient cle par la cpantite tres petite s qui represente 
I’epaisseur cle la double couclie. Mais, pour simplifier, nous con- 
tinuerons ii clonner le noni de densite a la cj[uantite 

Remaeque II. — ■ Nous avons vu, dans la theorie du potentiel 
cles simples couches, c|u’un tel potentiel reste continu clans tout 
I’espace, meme quancl on franchit la surface. On pent s’etonner 
de ce que le potentiel cl’iine double couche ejirouve une cliscon- 
tinuite quand on franchit la surface, une double couche n’etant 
en somme que I’ensemble cle deux simples couches tres voisines. 

Cela s’explicjue bien facilement. Appelons et S, les deux 
simples couches tres voisines et soit e leur distance. Quand on 
franchit la surface S,, puis la surface S^, le potentiel reste con- 
tinu, mais il varie tres rapiclement entre Sj et S^; en elfet, les 
attractions cles deux surfaces s’ajoutent dans I’espace qifelles 
comprennent et, comme on suppose la clensite tres grande, la 
derivee du potentiel est tres grande elle-mchne clans cet espacc. 
La variation du potentiel est alors d’autaiit plus rapide cpie la 
distance s est plus petite. 

Rn general, on suppose cette distance infiniment petite et la 
clensite infiniment grande, cle maniere que le procluit p/ cle ces 
deux cpiantites reste fini; on considcre alors les deux surfaces S, 
et Sg comme confonclues avec une m6me surl’ace S. Dans ce cas 
limite, c|ui n’est c[u’une fiction analytiquc et ne correspond plus 
a lien de physicpie, on s’explicjue bien la cliscontinuite du poten- 
tiel ainsi-obtenu. 

Ajoutons cj[ue ce que Ton appelle alors cote posltif cle la surface 
c’est le ccite clefmi par les cosinus directeurs a', fi', y' qui eiitrent 
clans fexpression cle V. 

105. Etude des deriv^es secondes d’un potentiel de simple couche. 
Cas d’une surface plane. — Nous avons vu cju’un potentiel de 
double couche s’exprime par des clerivees premieres cle potentiels 
cle simple couche. L’etucle cles clerivees premieres cl’iin potentiel 
cle double couche se ramene done ii retucle cles clerivees secondes 
d’un potentiel de simple couche. 
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C’est cette cleniiere etude que nous allons faire niaiiitenant. 
Nous coinmencerons par uii cas simple, celui d’une surlace plane. 

Soit done S une portion de surface plane attirante limitee par 
line courbe C. 

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel ; 
on a, en conservant les notations liabituelles : 


U: 




Ce potentiel estiine fonction paire en z, c’est-ii-dire qui ne change 
pas quand on change z en — z. Par suite, la derivee premiere — 

'\2TT 

est unc I'mictlon impaire et la derivee seconde ~~ une fonction 

OZ“ 

paire. 

Prenons alors deux points symetriques par rapport au plan des 

0"U ^ 

xy ; les deux valenrs correspondaiites de ^ sont enales et nar 

Oz" ” ^ 

consequent tendent vers la nnhne limite quand les deux points 

A r I ^ 

tendent 1 un vers 1 autre. Pa derivee seconde —r — reste done con- 

UZ" 

tinue quand on franchit la surface. 

DU 

All contraire, la. derivee premiere ejirouve une disconti- 

niiite et lait un saut lirusque egal a 47cij/. Quant aux derivees tan- 

genticfles, elles restent continues. iMontronS'le par exemple 
DU . ^ 

Dx ’ 



^dx%', 


ce qui pent s’ticrire : 


DU 

Dx 



Dx' 


dx'dy' 


oil, en Integrant par parties, 

DU r Adv' 


(1) 


Dx 


j' I 

'■(I') ^ 


Dp' dx'dy' 

"A? 7^ 


^34 
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La premiere de ces deux dernieres integrales estune iiitegrale 
ciirviligne eteiidiie au contour C; la seconde estune integrale dc 
surface etendue a I’aire attiraute S. 

L’integrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et 
reste evidemment continue quand on traverse la surlace en un 
point qui n’est pas situe sar le contour C. 

L’integrale de surface est un potentiel de surface qui reste con- 

tinii dans les m6mes conditions. On pent done conclure que 

reste continu quand on traverse la surlace, sau(, peut-(Vtre, au voi- 
sinage du contour liniite. La m6me demonstration s’applique 
, (3U 

‘ 

Comme on le voit, cette demonstration suppose que la densite 
p' est continue et admet des derivees premieres. 

Examinons maintenant les derivees secondcs de IJ. 

0*^ u 

En vertu de la relation (1), on voit que la derivec subit 

/ •, . il"U ... 

4 ^ ■ (le meme, hut un saut 

Ox' OyOy. 

, _ ,01^ O'^U O-^U (T-U 

brusque egal a — 47. -r-r , restent continues ; 


un saut brusque egal a 


O'U 


0/ ’ Ox’' > Oy*' ’ OxOy 

quant a , nous avons vu que e’est une fonction paire et que 

les deux limites vers lesquelles elletend quand on approclie de la 
surface en dessus et en dessous sont egales. Cela suppose, il est 
vrai, que ces limites existent. On dohnontre facilement qu’il en est 

. . , , , . , O'U O'U . , . 

ainsi : les deux derivees et — rcstent continues et out par 

Ox' Oy' 

consequent des limites quand on s’approclie de la surface; d’autre 
part, en tout point exterieur a la surface, on a : 


AU = 0. 


La difference : 


AU- 


■ O'U 

O'U ' 

1 

\ O'U 

, Ox' 

Oy- . 



est done elle-meine continue. 

Tout ceci suppose que la densite p.' a des derivees secondes 
qui restent finies. 
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106. Cas d’une surface attirante quelconque. — • Soit S one 
surface attirante quelconque (fig. 78), M^un point de la surface, M 
le point attire qui tend vers ce point en suivant la droite MM,,. 

Prenons le point M„ comine origlne des coordonnees ; nous sup- 
poserons que la surface adinet en ce point un plan tang’ent bien 



determine que nous prendrons comme plan des x. y, et des rayons 
de couiPure principaux Ijien determines; enlin nous nous place- 
rons en coordonnees reclangulaires. 

Reprenons les notations adoptees an paragraplie 40; soit P un 
point quelconque de la surface et P' sa projection sur le plan des 
xy. Menons les droites MP, MP', M^P, M„P' et posons : 

MP=r; MP^ = r'; M„P -= iq ; M„P'=ii 

Appelons x, y, z les coordonnees du point M et x', y', vJ celles 
du point P ; on a ; 

1-2 (x — x')' 4- (y + (z — z'f 

^ (x — x')- H- (y — y')“ + Z-- 

Si, raaintenant, on deslgne par dco'' un element de S, par dx''dy' 
sa projection sur le plan des xy et par a', y' les cosinus dlrec- 
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tears cle la normale a la surlrice en iin point quelconque P cle 
celle-ci, le potentiel U au point M pourra s^ecrire : 

u __j 

Posons : 

[PclxW 

“j 77^' 

La Ibnction U' est le potentiel en M cl’une portion cle surlace 
plane attirante, la clensite etant representee par la lonction ; 

r Y 

cette surface plane est la partle du plan cles xy qui comprend 
I’ensemble cles projections cles elements doL cle S. 

Nous avons fait, dans le paragraphe preccklent, I’etude cle la 
fonction If; nous aliens y rainener celle de la fonction U. 

Posons pour cela : 

yV:==U— U' 

et etuclions la fonction W. 

Dans tout ce qui va siiivre, nous supposerons cpie la clensite p/ 
est continue ainsi cpie ses derivees premieres et cpi’eUe admet 
cles derivees seconcles qui restent llnles. Nous avions deja fait 
cette hypotlrese pour faire Petucle cles derivees seconcles cle Lf . 

Considerons une clerivee ePordre quelconque de W ; appelons- 
la DW pour abreger ; elle sera de la forme : 

DW =j^'f (>^^ yO dxklyb 

Supposons cpi’on ait deniontre I’inegalite ; 


(i) 


< 


k etant im noinbre positif cpielconcpie , inals fixe; je clis alors 
c[ue DW tend vers une limitc cj:uand M tend vers iNIg en suivant 
la droite MM^. 

Pour le voir, tracons clans le plan cles xy un cercle C'/ de rayon 
p ayant pour centre; ce cercle est la projection cPiine ligne C 
tracee sur S et entourant My. La surface S est ainsi partagee 
en deux parties S' et S'', S' etant celle c^ui contient My. 
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Pour tout point de S' on a : r/ < p, et pour tout point cle S" : 
r ' 0 . 

A cliacune de ces parties correspond une fojictionW ; appelons 
ys' et AA" ces deux fonctions ; on a : 

et 

DAV=DW'-f DAAA 

Cela pose, remarquons qu’en vertu de Pinegalite (1), on a : 

I DAY' 1 < 

J I'q 

Cette integrale est etendne an cercle limite par la circon- 
lerenceC'; transrormons-la en prenantdes coordonnees polaires; 
posons ; 

x' = I'o cos 0 ; y' — r„ sin 0. 


L’integrale pent alors s’ecrire : 



kf f drod(j = 2-kp 


et I’on a par suite : 

(2) lDAV1<2Tckp. 

Obscrvons d’ailleurs que, la fonction w satisfaisant a I’inega- 
lite (1), Pintegrale 

DAY = dx'dy' 

a un sens an point AI^; appelons alors DAA'^q sa valeur en ce point 
et DAY/, DAY/' celles des fonctions DW', DAA'" an meme point. 
On a evidemment : 


]) W -- DAY,, = DAY' — day; H- DAY" — DAY 


d’oii : 


[ DW — DAYo 1 < 1 DAY' — DAY; 1 + 1 DAY" — DAY;' | . 

Or, je me propose de montrer que Ton a : 

lim(DAY— DAV/ = 0 
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quand le point M tend vers M„, c’est-a-dire que Ton pent clioisir 
le point M assez voisin de pour que Ton ait : 

1,DW — DW„[<£, 

£ etant un nombre positif donne aussi petit que I’on voudra. 

I'in vertu de rinegalite (2), a laquelle DWq satislait aussi, on 
pent choisir p assez petit pour que Ton ait a la Ibis : 

|DW'|<-|- 

et 

et par consequent ; 

|D\V' — DWil<-^. 

p etant ainsifixe, les doinaines et sont bien delimites et I’on 
pent prendre le point M assez voisin de My pour que Ton ait : 

|DW" — DWi'K-i- 

\ 

Cela est possible car, le point My etant extericur a S", la fonc- 
tion y\'" est holomorplie an voisinage de ce point. 

La position de M etant ainsi choisie, on a : 

|DW — DWy|<£. 

II est ainsi demontre que la fonction DW tend vers la valour 
DWy qu’elle a au point My, quand M tend vers ce point, et cela, 
quel que soit le chemin suivi. Cette fonction reste done continue 
quand on franchit la surface. 

Si une fonction cp satisfaisant a une inegalite de la forme : 


est dite eVordre /z, le theoreme precedent pourra s’exprimer 
ainsi : quand on franchit la surface, une derivee DW reste con- 
tinue si la fonction sous le signe f est d’ordre 1. 


DOUBLES COUCHES aSg 

Remakque. — On pent enoncer les deux propositions sui- 
vantes qui sont evidentes : 

1“ Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d’ordre 
m et d’ordre n est d’ordre m-f-n. 

2° L’inverse d’line fonction d’ordre 1 ii’est pas forcenient 
d’ordre — 1. 

107. On pent enoncer dans ce langage tons les theorenies 
(Uablis (chap. Ill) sur les surfaces attirantes. Par exemple les 
inegalites dii § 40 montrent que ; 

yJ est d’ordre 2 

L 1. ,, , , 

— et — sont d ordre 1 

r r' 

— est d’ordre 0 

r 

X — -s! y — y' z — // , , 

, j. sont d ordre 0 . 

r r r 

Pn general le rapport 

(x — xQ" (y — y')'‘ (z — yJ'y- 
__ 

oil Ton suppose in -f-p > a + b + c, est d’ordre 
(in — I — p^ — (a — I — b — I — c) . . . 

etc. 

Considerons maintenant la fonction W envisagee precedein- 
meiit ; elle a pour expression : 

w=jV'(4— 

Calculons-en les derivees premieres et secondes ; pour cela^ 

1 1 

calculous d’abord les derivees de — et de — 7 - . On a ; 

i‘ r' 

1 ^ i x' — X ^ 1 — y. TV ^ 

r ~ r« ’ ' r r=‘ ’ ^ r r^ 

_ 3(x'— x)-^ . T> (y'—y) 

r ~ r« r^ ’ r ~ r^ 
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D/- 


r r“ 

1 _ 3{7j—zy 

r 


r 


de ml^me : 


D 


1 x' — X 


* 1./ 


j,/a j 


.. 1 3(x-~xr 


y‘ yj -lEi 


D„ 


3/;- 1 


■i 




1 

D - 

1 _ 

3(/--y) (z' — z) 



r 

1.5 

1 

D - 

1 

3 [z' — z) (x^ — x) 

1.3 y 

•^zx 

r 


1 

y'- 

■ y 

n J- — 

r' “ 

1./3 

J 


1 

1 

1 

_ 3(x'_x)(y'-y) 

1./3 : 

r' 


1 

j 

1 

_ -3(y'-~y)z 

1./3 

r' 

r'" 


D„ 

1 

_ _3(x'-„x)z 


Jo 


On a done : 


5W 

5x 

m 


Dy 

aw 

Dz 




dco' 


1 1 


anv 


dx- 

a^w 


,V r , / z' — z , z 

r=h {-p- +7^ 

W[3(x'-x)>(-l-^)-(-l-^)] d.,y 


af 




doV 



dw' 


DOUBLES COUCHES 

2/(1 

•le vais clemontrer les propositions suivantes : 

1“ Quaiid on franchit la surlace, les clerivees premieres de W 
restent continues. 

2^’ All contraire, les derivees secondes eprouvent des disconti- 
niHtes, said’ si ladensite an point oil Ton traverse la surface 
est nulle. ’ 


108. Occiipons-nous d’abord des derivees premieres 
Lonsitlerons ; la lonction sous le signe / est : 



C’est nil produit de deux factcurs; le premier, jj/, est d’ordre 
zero. I\lontrons qiie le second est d’ordre 1. On peat I’ecrire ; 


(Hette expression est la somine do trois termes. Le premier 

(x^ — x) (r^ — r) 


est evidemment d’oixlrc 1; cneflet: est d’ordre 0; de plus 

v ' — r est d’ordre — 2, car on a : 


■r <72 


enfin est d’ordre 3; le produit -fe' 
d’ordre 1. 


est done 


11 cn est de nudne pour les deux aiitres termes de rexprcssioii 

(1) et I’on volt bien que est d’ordre 1. La derivee — est done 
1 Dx 

continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle que 

soit la valeur de la densite au point oil Ton francliit cette surface. 

La m(hne demonstration s’etend a et — y et la m-onn- 

Dv dz ’ 

sition aiinoncee pour les derivees premieres est entierement 
prouvec. 

PoikcakZ:. Potent. Newt. 
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109. Passons maintenant au cas des derivees secondes. Nous 
demontrerons simplement ceci : Si la densite [Pg au point IM^ oii 
Ton traverse la surface est nulle, les derivees secondes restcnt 
continues. 

D-W 

Considerons Pune d’elles, , par exemple ; la lonction 

sous le signe ( est : 



La densite [Pq au point M„ etant nulle et possedant des derivees 
des deux premiers ordres, la fonction est d’ordre — 1 au 
voisinage de ce point. Montrons que la quantite entre crochets 
est d’ordre 2. On a : 



On a aussi : 

1 1 



La quantite entre crochets consideree pent done s’ecrire : 



avec les relations 


m “1 — n — G 
p + q=4. 
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Cliacune cles sommes de rexpression (3) est d’ordre 2; en efFet, 
un terme quelconque de la premiere est de la forme : 



3 {yj — x)^(r' — r) 


^ x) ^ 

Ce terme est d’ordre 2 car 1® ’ est d’ordre ni-f-n — 2 ==4 ; 

1* V 

2® (r' — r) est d’ordre — 2 puisque Ton a : 

1 r — r' I < 7 J 

ct que yJ est d’ordre — 2 ; I’expressioii (4) est done d’ordre 
4 _ 2 == 2. 

Bref_, la premiere somme de I’expression (3) est d’ordre 2 ; la 
seconde est d’ailleurs aiissi d’ordre 2 car tout terme de la forme 
— 1' , , , , 

’"Iji'pTi d’ordre p -j- <1 — 2, c’est-li-dire dans le cas present 

4 — 2 = 2. 

Ainsi rexpression (3) est d’ordre 2, la fonction cp est done 
d’ordre — 1 -|-2 = 1 ct par consequent la derivee est con- 

tinue. 

Le ni6me raisonnement s’applique aux autres derivees sccondes 
de W et la propriete annoncec est done demontree : les derU>ees 
secondes de W J'estent conlinues quand on fvanchit la surface en 
un point. ]\'f oil la. densile est nulle. 


110- Revenons alors aux potentiels U et U' consideres an para- 
graphe 106 et supposons nulle la densite an point M^oii Vonfran- 
chit la surface. Nous avions pose : 

U=:W+U'. 

La fonction W consideree dans cette relation est prccisement 
celle que nous venous d’etudier et, par suite, les derivees 
secondes de U, quand on franchit la surface au point eprou- 
vent les memes discontinuites que celles de U' puisque celles 
de W restent continues. 

Or U' est le potentiel d’une surface plane attirante sur laquelle 
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la densite en chaque point x’ , y' est representee par la fonction 

T' 

Nous avoirs etuclie an paragraplie 105 coininent se comporte 
un pareil potentiel an voisinage de la surface. Reportons-nous 
aux resultats de cette etude ; nous voyons qiie lorsque le point M 

ORV 

franchit la surface an point M„, les derivees secondes : 

— — restent continues ; les aiitres epronvent des 

oxoy 

1. . . T , 1 , 

discontiniutes. Le saut brusque de — est egai a 




et celui de 


iVU^ 

DyOz 






Puisque les derivees secondes de U epronvent les monies dis- 
continuites queles derivees secondes de U', on pent done enoncer 
les conclusions suivantes : . 

Quantl un point attire M franchit une surface attirante en un 
point iffo oh la densite est nulle, quatre dh'ivees secondes, , 
5'U 


i)’-U , . 

et -r— X— 5 dll q)otenliel U de cette surface restent conli- 


lines; les deux autres deriaees secondes 


D-U 


Dxclz OyDz 

des discontinuites ; le saut brusque de la premiere est 


eproucent 






et celui de la. seconde — baz 


hy' 


Reinarquons que f est egal ii 1 et maxiinuin pour x’ — 0 
et y' = 0. On a done an point M,, : 






doubles couches 24 

Pill coiisecj[U 6 iitj les sauls ]iruscj[u.es coiisideres sg recliilsGiit ii : 


et 


w- 


5x^ 


— 4tc 


-ifl 


111. Pour ti'iiiter lu C|iiGstion d liiig fucoii complete, il nous 
reste a examiner le cas oil la densite au point M,, est dilferente 
de zero. 


Nous coiiserverons les notations precedentes et nous suppose- 
rons toujours la surface attirante reduite ii une petite calotte S' 
liniitee par une conidie G qiii se projettera sur le plan des xy 
suivant une courbo C'; cela est legitime, parce qiie le potentiel de 
la partie rcstanto do la surface est lioloinorplie au voisinage 
de M„ et n’influo pas sur les discontinuites du potentiel total; 
nous supposerons en outre cette calotte cVetendue assez res- 
treinte pour qu’une parallele quelconque ii I’axe des Z ne la ren- 
contre cpi’en un soul point. 

Nous avons suppose dans les paragraphes precedents que la 
surface S' adinet en M„ un plan tangent bien determine que nous 
avons pris pour plan des xy. Nous avons suppose, en outre, qu’au 
point la surface possede deux rayons de courbure principaux 


bien determines, entcndant par lii que les expressions ^ et JL 

R.2 

de Icurs inverses sont bien determinees pour ne pas exclure le 
cas oil rim de ces rayons ou mtime tons les deux seraient infi- 


nis. 


So it alors 


:f(x',y') 


Tequation do la surface; desiguons les derivees premieres et 
secoudes de 7 I par les notations suivantes : 

Dz' 5z' 

^- 7 ! _ OV/ _ 

’ Dx'Oy' ” ' 5y'^ “ ' 
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Cela pose, consideroiis le potentiel U de la surface j il a pour 
expression, en un point exterieur : 


On pent Tecrire : 




dxkiy. 


Ce sont les derivees secondes de U que je me propose d’etudier. 

Ettidions d’abord ; pour cela, calculous : on a : 

ox“ ox 



Or on a : 



Consideroiis r comme une Innction de x, y, x', y', c’est-a- 
dire supposons, dans I’expression de r, z' remplace par sa valeur 
en fonction de x’ et y'; on a, des lors, la relation ; 


X X z — z 


ou bien 


d’oii : 


prend alors la forme 

5u r ' 


dx' 

1.3 

1.3 

, t 

1 

1 


0 — 

o — 

r 

r 

r 

Ox' 

Ox 

Oz P' 


, 1 

. 1 

0 — 

0 — 

0 — 

r 

A,, ' 

r 

rv,./ 

r 

- Pi 


Pi: 


(2) 


dx 


f 0x‘ 


j- dx^dy'- 


\x r 


y Dz 


Pjdx'dy', 
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ou bien : 

( 3 ) 

en posant : 


i^U 

Ox 


j. + j, 


f , 3-1 

= -l-5^3x'cly' 


ct 




ol 

-i— 


Considerons Jj ; cettc iiitegralc pent s’ecrire en integrant par 
parties : 


W J, 



-dy'-t- 



Or, appelons dco' nn element de surface de la calotte S' et ds' iin 
element de longueur du contour G cpii la limite ; on a : 


et 


dx'dy' = v'dw' 
dy' = ^^ids', 


[j( ctant line certainc fonction de x' et y' definic le long de C. La 
Ibrmule (4) devient alors : 



L’integrale .Tj est ainsi niise sous la forme d’une somme de deux 
potentiels. 


Le premier 



ds' est un potentiel de ligne attirante, 


celiii qu’engendrerait une distribution de niatiere attirante faite 
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sur le contonr C, la densite lineaire etant representee par la 
,,I9J ^ ^ 

; ce potentiel est line fonction holomorphe an 


foil ct Ion 


il!: 

Y' 


voisinage de M„ pmsque ce point n’est pas sur le contonr C. 

i 

() 

T'- 


Le second potentiel 





doY est iin potentiel de 


surface, celui qu’engendreraient des masses attirantes distribuces 
sur SY la densite supcrficielle etant represcntee par la fonction 

Ai) 

T. — potentiel rcstc continu ainsi que ses derivees tan- 

gentiellcs quand on francliit la surface. 

La somme des deux potentiels precedents reste done con- 
tinue ainsi que ses derivees tangentielles. 11 en resulte, si Ton se 

reporte a la lormiile (3), que — ct ses derivees tangentielles 

(VU D'U , . 

’ dxOy respectivement Ics mdmes discontinuites, 

quand on francliit la surface au point M„, que I’integrale .1.,. 
Etudions done J^. Cette integrale pent s’ecrire ; 


J..= 


Posons : 


On a evidemment 


V 


PiP 


-/¥ 


5z 


doi'. 


doi'. 


dJ., 


dV 

dz 

d'V 


dx 

d.L 


dxdz 

d^V 


dy dydz 

La fonction \ est un potentiel de surface attirante, celui qu’en- 
gendreraient des masses distribuees sur S', la densite etant repre- 
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sentee par la fonctlon Or, ceKe densile .'i’tmnule cm point M^, 
car le plan tangent en M,, etant le plan cles xy, on a en ce point ; 

Pi = qt = 0 ; 

nous sommes done ramenes au cas etudie dans le paragraplie 

precedent. Nous savons comment se comportent les derivees 

premieres ct secoiides de V quand on Iranchit la surface en ; 

ilV . cT'V • . , , . 

reste continue ; — lait nn saut brusque egal a 


ilz 


NvDz 




hK 

i 


et 


cV-V 


un saut lirusquc eg'al a 4 ~ 


PiK- 

r 


Ox' " On'-Oz ^ Oy' 

On pent donner a cos discontinuites une expression tres simple 
en remarquant que p^ et q, sont nuls en ]\I„ et qu’cii ce point y' 
est egal a 1 ; on a ; 


47c - 


liii 


et 


Ox' 

PiP' 






Ox' 


: 4 -'!Pr, 




a." a 


/ '^Pi 




Oy' 


Alnsi done, quand on traverse la surface en ]\I^, : 

OV . 1 T ■ 

|o reste continu ; done et, par suite, — r — 

0 z - 1 Ox 

nues. Ce resultat etalt deja coimu (voir § 50 ). 


rcstent conti- 


2" et, par suite, font un saut lirusque egal a 47T:ti.'io ; 


Ox Oz 


O'U 


Ox 


— fait done aussi un saut egal a 47C[j.'rj. 


02 V . O.T., . OHI 

30 et, par suite, et enfin — r— lont un saut brusque 

OyOz ^ Oy Ox Oy 


egal ii 47 C[j.'s^. 


OU 


Les memes calculs appliques a nous auraient montre que 


O^U 




ip- fait un saut lirusque egal ii 47 r[j.'t^. 
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La connaissance cles sauts brusques de et -yt~ P®’''" 


Oy- 




Ln 


met de calculer immedlatemeiit le saut brusque de 

eHet, la somme AU de ces trois derivees est continue puis- 

O-U 

qu’clle est constamment nulle ; le saut liruscrue de — est done 

— 47 C[V (r^-j-tj), c’est-ii-dire la somme ebangee de signe des sauts 

, , ¥1] 

brusques de — et . 

ox* oy* 

11 nous reste a calculer les discontlnuitcs de et de 


Calculous la premiere, celle de 


rcxpresslon (3) de 


OU 
Ox ' 


i!LL 

Ox Oz 


Ox Oz 


Oy Oz 


; pour cela, revenons ii 


On a : 



O.T., , , , O^V . . 

— n est autre que reste continue puisquc la densite 

relative a V s’annule en INI,,. Quant a Jp nous avoiis vu que e’est 
line somme de deux potentiels ; I’un de ligne, I’antre de surface. 
Le premier est holomorplie en INQ ; il ne rournit done aucune 
discontinuite. Le second, an contraire, a une derivee normale 
discontinue 5 cette derivee fait un saut Inmsque egal a 


Ox' 


puisque la densite est, d’apres la (‘ormule 
fonction : 


0 


T' 


V y 


Ox' 


representee par la 


et qu’au point My, y' est egal a i. 
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D’apres cela, iait le m^nie saut brusque et, par suite, il 

en est de meme de — - — . 

Oxuz 

Le m6me calcul applicrue a — r — montrerait que — — fait un 

• oy ^ DyOz 

saut brusque egal a — 4?: — ~ — , 

112. Resumons tous ces resultats dans le tableau suivant 

D(5rivee3 sccondcs. Sauts brusques. 



eVU , , , 



, ,, 

........ _47cp(r, + b) 

oxOy ^ ^ 

iilL I 

DyOz Dy' 

ji' , , ^ 

dzdx Dx' 

Re.marque I. — On pent donner au saut brusque de j - une 

expression geometrique tres simple, independante du clioix des 

axes; (I’l+b) designe, en eJTet, lasomme -jq 1 — des inverses 

Rj R., 

des rayons de courbure principaux en M„ ; le saut brusque 

de — — est done 
(y/J 


Remarque II. — Les expressions des discontinuites des deri- 
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vees seconcles se simplifieiit si Ton prenclpour axes cles x et cles y 
les tangentes aux ligiies cle courbure qui se croiseiit en M^. 

Dans ce cas, en efi’et, on a : 


et, de plus : 


R, ’ R, ’ 






comme le montrent les Ibnnules d’Olincle Rodrigue. 

On voit alors qiie les saiits ]>rusques pour les six derivees 
secondes : 


D'U 

O'U O'U 

O'U O'U tVU 

Ox' ' 

Oy' ’ Oz' ’ 

OxOy ’ OyOz dzdx 

deviennent respectivement egaux 

ii : 

/ / 1 




ay' ’ 

^ 1 "'. 

Ox' 


113. iltude des derivees premieres d’un potentiel de double 
couclie. — Soit S une double couche quelconque ; on sait que son 
potentiel V est liolomorphe dans tout domaine qui ne contient 
aucun point de S. Mais si le point attire M vient ii i’ranchir la 
surface en midpoint M^, la lonction V et ses derivees eprouvent 
des discontiiiuites. Nous connaissons dejii celles de V, calculons 
celle des derivees premieres. 

Nous supposons qu’en la surface S adinet un plan tangent 
bien determine et nous prenons ce plan comme plan des xy, 
le point Mg etant pris pour origine. 

Les resultats du paragraplie precedent vont nous montrer 
immediatement comment se coraportent les derivees premieres 
de V au voisinage de Mg. 

On a, en elFet, en reprenant les notations habituelles : 
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ce que nous avons mis ( 99 ) sous la forme 

OU, . OU., 


Y: 


eu posant: 


\ Ox 

H — 

"‘=J 

a'p/dto' 

r 

tj 

y* | 3 '[Ydco' 

' Y 


j' y'p/do/ 


HU. 


Oz 


Uj, U,, U3 soivt des potentlels cle simples couclies; V s’exprime 
avec cles derivees premieres de ces potentiels et par consequent 
les deriv(?es premieres de V s’expriment avec des derivees 
secondes de ces intMnes potentiels. 

(.onsiderons, par exemple, 


Ox 


Ox" 


O-'Uj 

Ox' 


on a : 
O'U., . 


O'U.. 


OxOy 


OxOz 


Or, quaiid on Iranchit S au point les trois derivees 

, O^U. O^U, O^IL , 1 , 

secondes : ? 'OxT) ’ "O^i^ ^ sauts brusques respecti- 

cx^ xcy X z 

vcmcnt egaux a : — 4 it-^^,c’est-a-direegaux 

0 u.^ , 

ii ; 0, 0, • — ■d'Ti:. puisque afet sont nuls au point My 

11 en resulte que fait un saut brusque egal ii 4 :: -~r • 

On demontrerait de mOme que fait uii saut brusque effal 

. , oo/ ^ ^ ^ 

Oy' ■ 

. . OV 

Voyons maintenant ce qui se passe pour — ^ ; on a : 


OV 


h H 


Oz 

V OxOz 

^ iyiv. ^ 

Oz' ) 


Le saut brusque de 
O7/ 


OMI, 

OxOz 


est egal ii — 4'it- 


dp/ 


Ox' 


, c’est-ii-dire 


ii — 4 ?; \jJ , car a' = 0 et y'= 1 au point 


23-1 
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Le saiit brusque de est de misme efful ii —feu.' et 
f,,U OyDz = > if 

enfin celui de a — 4-pi' (I'q+tJ . 

()V 


Le saut brusque de est done eu-al a : 

oz ^ 


-d-TCu/ 




5a' 


53' 


5x' 


5y' 


Or on a en general : 


/l H- p^, 




■CIl 


+ q“i 


d’oii : 

5a' 53' 

r 


(V 0/ + 


1 ^ 5 

p (l + L) + Pi -^-r 


Ox' Vi + p^-j-q-^ 


All point M„, Pj^ et q^ etant mils, cette formule se reduit a : 


5a' 


5x' 


5j3' 


Le saut brusque de se reduit done ii zero ; reste eon- 

5z 

tinue. 

Kn resume, on pent enoneer la proposition suivante : 

Quajid on francliiL une donhle coiiche^ la derioee prise suivanl la 

norinale resLe continue. Les derioees tano-entielles ^ . font 

5x 5y ' 

des sauis brusques respectipeinent egaux a 4tc et 4- 

114. — On peut obtenir ees resultats d’une autre maniere sans 
les deduire de I’etude des derivees seeondes d’lm potentiel de 
simple couche dans le eas general. 

Yoiei line metliode qui sujipose seulement que I’on saclie eom- 
ment se comportent ees derii^ees seeondes dans le eas oti la den- 
site est nulle au point ou 1 on traverse la surlaee. 
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Nous procederoiis de la maiiiere suivaute : 

1“ Dans iin premier cas nous supposerons quo la surface qui 
porte la double couclie est fermee et que la densite est cons- 
tant e. 

2“ Nous traiterons ensuite le cas crnnc surface fermee en suppo- 
sant la densite variable crun point a I’autre, mais nulle an 
point My. 

3“ Nous traiterons apres cela le cas d’une surface fermee quel- 
conque sans iaire criiypothese sur la densite en M„, 

4'’ Nous traiterons enfm le cas d’une surface quelconque non 
fermee. 


PaEMiua GAS. — Surface fermee et densite constante. — On a vu 
(101) que dans cc cas le potentiel est constant ii rinterieur et 
constant ii rcxterieur ; les derivees sent alors nulles partout et 
n’eprouvent done pas dc discontinuite quand on francliit la sur- 
face. 


Deuxieme CAS. — Surface fermee et densite. eariahle mais nulle 
au point M^. 

Le potentiel V s’exprimc en foiiction dcs potentiela de simples 
couches : Lq, IbUg, par la formule 





Or les densites correspondantes a'y/, y'pf s’annulent en M„ 
puisqu’en ce point est nulle. Nous savons alors comment se 
comportent les derivees secondes des fonctions Uj, LI.,, LIg (voir 
n" 110) et nous pouvons en deduire les sauts brusques des deri- 
vees premieres de V. 

Considerons par exemple : 


(W 

Ox 


o^u, 

Ox" 


0"U, 


0"U., 


OvOx 


OzOx 


0-U, . . . OMJ, . 0"U, „ . 

-r -- ' ■ rcste continue ainsi cme — r — ^ ; quant a — • ^ - elle lait tin 

Ox- " OyOx OzOx 

saut brusque efj;al a — 4 tc . Le saut brusque de est done 
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^ ^ -1 V OV 

cgal u 4~ ■ ^ . On voit de meme que — hut nn saiit brusque 


Dx' 

' 1 ' z 

C o 11 s i d e r o n s niui n t e ii a n t 


dV 

dz 


on a : 


dV 

' dMJ, 


d^U 

dz 

\ dxdz ^ 

^ OyOz ^ 

dz- J 


a' a' \ •, r • 

^ , . — V- ; on voit laci- 
dx' \ Y ; 


fait un saut brusque egal a — 4i 
lenient qu’il est mil ; en eil'et on a : 
d 


et les quantites 7 / et 0 / sont nulles en M„. De mdme, le saut 
brusque de est egul a zero. It non - 5 ^ 3 ^ reste continue. 



4.'— 

4' 

\ I jL 

da^ 

1 T' 

) ' Ox' 

Vt'- 

4 t' 

dx' 


dV 

dz 


dydz 

est done continue. 


5z' 


XiioisiEMB CAS. — Surface fermee et densite quelconque . ■— 
Appelons toujours V le potentiel ; on a, en employant les nota- 
tions delinies an debut de cc chapitre : 


Appelons la densite an point M(,. On pent ecrire : 

V (y/ — pj d^' 4- J y.„dT'. 

La deuxieme integrale est un potentiel de double couclie dont la 
densite est constante. Ses derivees premieres sont continues 
(!“*■ cas). 

La premiere integrale est un potentiel de double couche dont 
la densite varialile est nulle an point Mg (2° cas). Les derivees 
premieres de Y se comportant comme celles de ce potentiel, on 
a done encore : 


Ponr-r — le saut brusque 4Tt 4^ 

dx ^ dx' 
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i our brusque 4-: 


Pour 


dV 

5z 


Ojj.'' 

0. 


Quatiubme CAS. — Sinface non ferinee quelconqne. — Soit S' 
line pareille surface liniitee par uii contour C, 

La surface ayant deux cotes, on pent faire passer par C line 
deuxieine surface S" de inaniere que I’ensemble S' S" forme une 
sLirlace lermee S. Quelle que soit la distribution cle matiere 
qu’on envisage sur S", son potentiel V" est une fonction liolo- 
morphe an voisinage de M„ qui n’est pas situe sur S" mais sur S'. 
Si done on irancliit S' eu M„, les discontinuites des derivees 
de S' sont les m6mes que celles des derivees correspondantes 
de S. Nous so-mmes ainsi ramenes au cas precedent d’une sur- 
lace lermee quelconqne. 

On \oit done que dans tons les cas ; resle continue et que 
les derivees tangentielles eprouvent des discontinuites eeales 

“ it; p"'"’ vt -07 TF • 

•Lc tlieoieine enonce a la liii du paragraplie 113 est done 
demontre. 


115. Comparaison des simples et des doubles c ouches. — 
Considerons deux potentiels Pun V de simple couclie, Paiitre V' 
de double couche, relatifs a une mcNme surl'ace S : 



Comparons-les ; 

1 Les deux jiotentiels sont des fonctions liarmonicpies dans 
tout domaine qui ne coiitient aucun point de la surface S. 

2" Designons par 1 et 2 les deux cotes de la surface et soit 
un point de cette surface. 

Loisque le point attire iM tend vers en suivant une certaine 
poingariT Potcnl. Nowt. _ 
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droite L passant par et en restant dn cote 1 de la surface, 
les fonctions : 


et les fonctions 


notations 


et 




V 

^ V 


XT' 


5V 

5V 

dV 

dx 


az 

W 

m' 

dY' 

5x 


dz 

nous 

representer 

5V, 

ov, 

dY, 

Dx 

’ i^y ’ 

dz 


w, 

dY', 


Ces limites sont independantes de la droite L que suit le 
point M. 

De m6ine, si M tend vers du cote 2 de la surface, les huit 
fonctions considerees tendent iiniformement vers certaines limites 
que nous designerons par : 

eW, OV., 


V i'V. 
’ a? 


' a’ 


dx 


dz 

W, 5V^, 
t)y ’ Oz 


Dans les deux cas, ces limites, etant atteintes uniformement, 
varient continiiement quand Mg se deplace sur la surface. 

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de la 
meme facon ; mais des differences s’introduisent quand on com- 
pare les limites relatives au cote 1 avec les limites relatives au 
c ote 2 . 

Considerons la normale en a S et prenons comme sens 
positif sur cette normale celui qui va du cote 1 au cote 2 ; 
dY dV^ 

appelons -j— et -j— les derivees de V et V' prises au point M 
parallelement a cette direction. Quand M tend vers Mg du 
cote 1, tend vers une limite que nous appellerons-j^ et quand 
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•a^C) 


M tend vers M clu cote 2, -^^tend vers une limite . On a 

cln dn„ 

dV' . . dY' dV^ 

de meme pour — j — des limites - — et — j — . 

dll diij dn^ 

Cela pose, duns le cas de la simple coiicdie, on a les clrcons- 
tances siiivantes ; 


1® Y reste continu. 


2® 


dY 


est discontinu 


• V,, = Y, 

dV dY 


dn .... 

_(JL designe ici la densite an point MJ. 


dn, 


3® lies derivees tangentielles sont continues. 

Le cas de la double couchc presente les circonstances inverses 


1° Y' est discontinu . 

dY' 

2“ — T — est continu. . 
dn 


Y', — Y', = 47t[i. 

dY' dV' 


dn., 


dn. 


4" Les derivees tangentielles sont discontinues. 

Dans la formule Y'o — Y'j = 47:[ji., nous supposons qiie le cole 
positif de la surface coincide avec le cote 2, c’est-ii-dlre quo, 
dans Fexpression de Y'-, les cosinus directeurs aJ, j3',y' sont conx 
de la direction positive de la norniale ii S telle que nous I’avons 
do'Yaiie (celle qui va dii cote 1 an cote 2). 
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RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET 
LA METHODE DU BALAYAGE 


116. Enonce du problfeme de Diriclilet. — Soil; iin tiomaine T 
limite par une suriace I'ermee S. Le volume considere est sup- 
pose connexe, mais sou orcire de connexion pent tVtre tpielconque. 
Enfin appelons une ronction continue definie en tout point 
de S : cette I'onction, d’ailleurs arbitraire, est regardee comme 
donnee. 

Cela pose, nous nous proposons de construire une ronction V 
jouissant des proprietes suivantes ; 

1° V est^harinonique dans tout domaine contenu a I’iiite- 
rieur de T. 

1° La valeur Vm de V en un point cpielconcpie M (x, y, z) de T 
tend vers la valeur de d) en iin point (x„, y„, z„) de S, quand 
le point M tend vers le point M„ en suivant un clieinin quelconque 
assujetti seulement a ne pas sortir du domaine T. 

C’est en cela que consiste le pr'obleine de Dirichlet. 

Nous venous d’eiioncer le probleme de Dirichlet inlerienr. On 
pent aussi se poser un probleme semblable pour le cas oil le 
domaine T est forme de la portion de I’espace situee ii I’exte- 
rieur de S. C’est ce que Ton appelle le probleme de Dirichlet 
exlerieur. Lorsque Ton etudie ce nouveau probleme, on impose 
ii la fonction cherchee V une nouvelle condition : celle d’etre 
reguliere a rintini, c’est-ii-dire de s’y comporter comme un poten- 
tiel newtonien. * 

Nous avoirs dejii vu (§ 64) que le probleme de Dirichlet ne 
pent pas admettre plus d’uiie solution. Nous allons montrer qu’il 
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aGt 

en possede toujoiirs effectivement Line. Cette proposition porte 
le noin de Principe de DiricJilel. 

II est clair qiie toutes les considerations precedentes jionr- 
raient 6tre repetees sans modification pour le cas du plan. Seu- 
lemeiit, on n’a plus besoin alors, en ce qui concerne le probleme 
exterieiir, de dire d’avance comment la Ibnction clierchee doit se 
coniporter a I’infini. 

La metliode de transformation par rayons vecteurs recipro- 
qiies indiquee par Thomson et exposee an cliapitre V permet de 
ramener le probleme exterieur an probleme interieur. Nous ne 
nous occuperons done ici que du probleme interieur. 

Gommencons par etablir quelques propositions qui nous seront 
utiles. 

117. Comparaison des fonotions liarmoniques et des potentiels. 
— Envisageons (fig. 79) une surface ferinee S delimitant im 
domaine interieur Tj et iin domaine 
exterieur T^. Nous supposerons que 
la surface S possede en cliacun de 
ses points un plan tangent unique et 
deux rayons de courbure principaux 
bien determines. 

Soit raaintenant une function V 
presentant les caracteres suivants : 

1° La fonction V est harmonique 
a I’interieur et ii rexterieur de S, 
e’est-a-dire dans tout domaine con- 
tenu dans comme dans tout do- 
maine conteiiu clans Tjj. 

2® La fonction V est reguliere ii 
I’infini et s’y comporte comme un 
potentiel newtonien. 

3“ Soit Mj^ un point situe ii I’interieur de Tj. Gonsiderons un 
point M de S. Si tend vers M en suivant un chemin cpiel- 
concpie assujetti seulement a rester ii I’intevieur de Tj, les 
expressions : 

dV 


Mu' 
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tenclent vers les limites determinees : 


Vj et 


dV, 

dll 


qui sont des fonctions continues sur la surface S. 

4° Soit iin point situe a I’interieur de T^. Considerons 
toujours le point M de S. Si tend vers M en suivant un che- 
niin quelconque assujetti seulenient a rester a I’interieur de T,, 
les expressions : 


dn 


tendent vers des limites determinees : 


N, et 


dn 


qui sont des fonctions continues sur la surface S. 

5“ Posons ; 

i /dV. dV.A 

4u V dn dn 

Nous lie supposons rien sur les fonctions [ji'et p", sinon qu’elles 
sont fillies et continues sur S. 

Je dis que V est alors la soninie de deux potentiels newtoniens 
dus run a uiie simple couclie, I’autre a une double couche, por- 
tees toutes deux par S. 

118. Commencons par examiner le cas oil Ton a : 

= p" = 0. 

Je dis que Ton pent affirmer alors que V est identiquenient 
nulle. 

En effet, tracons deux surfaces ferniees S/ et S/, tres voisines 
de S, Fune interieure, Fautre exterieure (fig. 80). Soit, de plus, S 
line grande sphere de rayon R entoiirantS. Appelons T/ Fespace 
compris a Fiiiterieur de S/ et Fespace compris entre S./ et S. 
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tend vers line limite determiuee : 



quand S/ tend vers S en passant par mie serie quelconque de 
formes. Cela prouve qne I’integrale : 



a un sens. II lidlait le montrer, car on ne sail rien a priori de ce 
que deviennentles derivees : 


dV 5V 5V 
()x ’ 

sur S. Tout ce que Ton avait suppose, eii efl'et, nc concernait que 
la derive e : 


eii desigiiant par 
exterieure a S. 


i)V 


5V 


av 


■ 5x ‘ ‘ ay az ’ 

a, Y les cosinus directeurs 


de la norm ale 


Finaleinent, on a : 



Yoilli un premier point. 

Prenons maintenant I’integrale : 


r V 4^doy 

t/(vj CL 11 

et supposons que le rayon R de la sphere S augmente indefini- 
ment. Puisque V se comporte a I’inlini comme un potentiel new- 
tonien, on pent ecrire, des que R est assez grand : 


V 

<il 

1 dV 


R 

dn 


< 


N 

R^ 


Soit, d autre part, une sphere Q de rayon 1 concentrique ii S. 
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Appeloiis do- nn element infinitesimal de 0. On aura ; 

MN 


C V -4^ do)' 


< 


r v4^cu,.' 


dn 


R 

< 


4 r 4uR^d^, 
' "AD 
4r.MN 


R 


On voit cpie I’integrale etiidiee tend vers zero quand R aug- 
ment e in de liniment. 

Cela pose, I’integrale ; 

dV 


Al.Sa; 


dn 


dc./ 


tend vers ime liraite deter mine e : 






qs) ‘ dn 

quand S/ tend vers S en passant par une serie qiielconque de 
formes. 

On conclut de tout cela qne I’integrale : 

Ox 


/ y(-T 

\ ox 


a im sens. On a : 


r y / 5V 


dv 


dn 


dm' 


en vertu des remarqnes preccdentes. 
On dednit de la la relation : 


J 2j\^^ 


dV \‘' 


dv 


/ y 

AsA 


dV, 

dn 


V, 


dV, 

“ dn 




I’integrale triple etant etendue a tout I’espace. Mais : 


dV 
V ‘ 
’ 1 


dn 

a cause des hypotheses faites. 
D’oii : 


dV 
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Cela prouve que Ton a : 

41 = 0 


(lx ’ Oy 

eii tout point cle I’espace. Done : 




Or V s’annule al’infini. Par consequent : 

V = 0 


C. 0. F. D. 


119. Abordons maintenant I’etucle du cas general. Posons : 



en designant par -j— une derivee prise par rapport a x, y, z sui- 

vant la direction de la normale a S en cliaque element dco'. On 
voit que est la somme d’un potentiel de surface et d’un poten- 
tiel de double couche. 

En vertu des hypotheses faites taut sur S que sui\[F et \jJ' , on 
pent affirmer I’existence des quantites : 


y/ y/ 

» 15 21 


dV^, 

dn 


dV^ 

dn 


De plus, on a : 


et 


y/^ _ y^, = _ kr.f = V., —V, 


clV'i dVf, , , dV, dV., 


dn 


dn 


dn 


dn ’ 


conformement aux theoremes etablis pour les simples et doubles 
couches dans les chapitres III et IV. 

Posons alors ; 


U=v — V4 
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La loiiction V estliarmoniqiie taut a I’interieur qu’a I’exterieur 
de S; elle est reguliere a I’infini; enfhi on a : 


u^_u, = o, 


clUj 


dU, 


dll 


dll 


0. 


D’ou ; 


U = 0 
V = V'. 


Ainsi, la fonction V peul etre regarded conime la somme d'lm 
poleiitiel de simple coucJie et d’un poteiitiel de doable couche. 


120. On pent ecrire 
dV, 



dV.. \ do)' 
dll' 


(V.-V,) 


dll 


do)'. 


v,= 0, 


dV„ 


dn 


0 , 


Alors : 


47tV 



On retomlie sur une formiile connue. 
Supposons maintenant : 

v,-v, = o. 

Alors ; 


47:V 


•is) 


/ dV, 

dV, \ do)' 

\ dn 

dn ) r 


et V est un poteiitiel de simple couche. Ce cas se presente iiotani- 
nient si on definit V an moyen de deux fonctions liarnioniqnes, 
I’lnie a I’interieur de S, I’antre ii rexterieur de S, prenant les 
ni6mes valeurs sur S. 


121. Balayage d’un domaine. — Considerons nn domaine T 
ayant pour frontiere une surface lermee S. Soit P uii point situe 
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l\ Fiiiterieiir cle T, portaiit runite cle masse. Designons par p la 
distance de P a un point M quelconque de I’espace. Le potentiel 
iiewtonien dii a Faction de P snr M a pour valeur : 



Supposons maintenant qu'on sache constrnire la fonction de 
Green G relative an domaine T et an point P. On a : 


G=~ —H, 

P 

II etaiit determinee paries relations suivantes : 


AH=:0 dans T 

H=— sur S. 

p 


Concevons line fonction V crui coincide avec H a Fintericiir 

de S et avec - a Fexterieur. Cette fonction est continue dans 
P 

tout Fespace ; elle se comporte regulierement ii Finfini ; en outre 
elle est liarmonique tant ii Finterieur qu’ii Fexterieur de S. wSi 
Foil reprend les notations du paragraplie 117, on pent ecrire ; 

V, — v,==o 

d-i 

dY, ^ __ p dH _ dG 

dn dn dn dn dn 

D’oii : 



1 r dG dw^ 
4'it dll r 


en vertu d’lme lormule etablie precedeniment (§ 120). 

On voit que V est le potentiel iiewtonien d’une couclie simple 
de matiere attirante repandue sur S avec la densite : 

1 dG 

dn 


en cliaque point. 
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A 1 exteneur tie S, V coincide avec — . Done, pour nn point 

• • , . P 

tpii n’est pus srtue duns le domuine T, le potentiel du a la simple 
conclie consideree est le menie que le potentiel du a I’linique 
point P, 

A rintcrieur de S, V coincide avec H, mais on a : 


~>G>(), 

P 

e’est-a-dire : 

0<1I< - 

p 


en tout point de T qui n’est ni en P ni sur S. Done, 'en tout 
point situe dans le domaine T, le potentiel di'i a la simple cou- 
che consideree est plus petit que le potentiel dii a P. 

On suit que --j^ est negatif en tout point de S : cela resulte 

de ce que G est mil sur S et positif a I’interieur tie S. On a 
done : 

1 dG 

-■ 4VVir>“- 


Ainsi les masses qui constituent la simple couche dont le 
potentiel est V sont toutes positives. 

Les mtAnes propositions sont vraies si le point P, an lieu tie 
porter Punite tie masse, porte une masse egale a 111. Si m est 
positif, la densite de la couche superficielle que I’oii fabrique est 
encore positive en chaque point de S. 

Les mfimes considerations, peuvent encore 6 tre I’aites a propos 
tie masses distribuees d’uiie facon quelconque dans T : points 
discrets, volumes, surfaces 011 lignes. 

La couche superficielle obtenue s’appelle couche cquicalcnie 
aux masses interieures. L’operation qui consiste a remplacer ties 
masses par la couche eqiiivalente porte le nom de halayoge du 
domaine T. 

En resume, on voit que le balayage d’un domaine qui ne con- 
tient que ties masses positives ne change pas le potentiel en im 
point exterieur ; il le diminue en un point interieur ; enfin cette 
operation n’introduit jamais tie masses negatives. 
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PiEMARQUE. — On a ; 


471 



dco' = 1 . 


Done le balayage, clans le cas cFun point P unicj[ue porlanl 
runite cle masse,, ne change pas la masse totale consideree, En 
ePautres termes, la masse totale cle la couche ecjuivalente est 
egale a la masse primitive. 

11 en est evidemraent cle meme clans le cas cl’mie distribu- 
tion c£uelconcjue cle masses. 


422. — On pent definir cle mc^ine une operation cpii s’appellera 
le balayage de la region cle Fespace exterienre a S, 

Soit P nil point attirant portant Funite cle masse sitnec al’exte- 
rienr cle S. Appelons encore p la distance cle P a un point M 
cpielconcpie de Fespace. Si G clesigne la (bnction cle Green rela- 
tive an point P et an clomaine exterieur a S, on a : 

G=:i-— H 

P 

avec : 

AH = 0 a Fexterieur do S 

11= — siir S. 

? 

Imaginons encore une ibnetion V cpii coincide avec “ a Finte- 

. p 

rienr cle S et avec H a Fexterieur. On a cette Ibis : 


y ^ 1 r dG dob 
477 JjS) cln r 

et Foil voit encore c^iie V est le potentiel cFiine simple conclie 
repanclue sur S avec la clensite : 


1 clG 
477 cln 


en chaque point, lei on a : 



dn 



RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICULET 


271 


car le sens de la normale ext;h‘ieiire a la surface S est maiiite- 
iiant celui de la normale dirio-ee vers I’interieur do domaine 

D 

envisage. 

Sans insister davantage, nous ponvons enoncer les conclusions 
snivantes : 

1“ Le balayage ne modille pas le potentiel a I’exterieur de S. 

2“ Le balayage fait diniinner le potentiel ii rinterieur de S. 

3“ Le balayage n’introdnit pas de masses negatives. 

(ies propositions se demontreraient comme dans le premier 
cas. 

Yoyons ce qui arrive pour la masse totale : je dis qn’elle a 
diminue. 

Ln elTet considerons une sphere S de rayon R. Supposons R 
assez grand pour qne le point P et la surface S soient ii Lintfv 
rieur de S. 

La fonction G est harmonique ii rexterieur de S et I’egnliere ii 
rinhni. (3n a done ; 




K , n; 


,,au+ 1 




"h 


et ee developpement est valablc pour ; 

r>R. 

0„ est une constante. Yoyons son signe. 

D’abord on ne pent pas avoir : 

n;;<o, 

car, pour R tres grand, e’est cette constante qui donne son 
signe ii G. Or, nous savons que G est positif ii Lexterieur de S. 
De plus je dis qu’on ne pent pas avoir : 

Ln ellet, si cela etait, ce serait 11'^ qui donnerait son signe ii G 
pour r tres grand. On devrait done pouvoir ecrire : 

ii; ^ 0. 


Or, posons : 


n' =r'’XL 
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On a : 

fx'X'dr==0, 

si p =^q, I’integrale etant etenclue a tons les elements de la 
sphere de rayon 1. Prenons : 

p = l, q = 0. 

On deduit de la : 

J‘X^k = 0. 

Done et par suite 11^ ne pent pas avoir im signe constant. 
Done Oq ne pent pas 6tre mil. 

On conelnt de tout cela : 


n;>o, 


I’egalite etant exclue. Or ; 


D’oii 


x; , X( 


r + 



dG . X' 
'dr r- 


oy/ 


+ 


Lorsque r est tres grand, e’est Tlu qui donne son signe. On a : 


D’oii : 


n ;>0 

x;>o. 


dG 

dr 


<0 


pour r tres grand. 

Cela pose, si Ton appelle M la masse totale de la couche atti- 
rante repandue sur S apres le bala 3 'age, on a : 


M 


On pent ecrire . 

1 r dG 


M 


J,s) dn 


do)' 


4^ 


1 

4t: 


'(S) 


dG 

dn 


('-) 


dw4 


dG , , 1 

-dr‘’"‘+-s 


dG 

dr 


do/. 
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Or la difference des deux premieres integrales est egale 'ii 1. 
Quant a la troisieme integrale, nous venons de voir qu’elle est 
negative des qiie r est assez grand. On a done : 


M<1. 

La masse totale a diminue par suite du balayar^-e. 

Tout ce que nous venons de dire s’applique encore sans modi- 
fication si les masses primitives considerees, an lieu d’(^tre con- 
densees en iin point, sont distribiiees d’une lacon quelconqiie. 

123. Pour pouvoir faire le balayage d’un domaine T, il faut 
deux conditions : 

1° Savoir former les lonctions de Green G relatives a ce 
domaine. 

dG 

2° Savoir que -j- existe et est integrable siir le bord du 
domaine T. 

Ces deux conditions sont remplies s’il s’agit d’une sphere. On 
sait done laire le balayage d’une sphere. 

Avant de montrer les cons(kj[uences que Ton pent tirer des 
theoremes precedents, nous aliens revenir sur quelqiies-uns do 
ceux-ci en nous placant dans le cas particulier oh il s’agit du 
balayage interieur d’line sphere. 

124. Balayage d'une sphere. ~ Solent (fig. 81) nne sphere S 
de centre 0 et de rayon a. Appelons M 1111 point situe ii I’interieur 
de la sphere et M' un point situe an centre de gravite de relement 
dw de la surface de la sphere. Posons : 

OT = p, OW=:a, MM'=r. 

Imaginons maintenant dans I’espace une distribution de matiere 
attirante pour laquelle la densite soit p. an centre de gravite de 
1 element de volume dv. Designons par V le potentiel ainsi 
engendre. On a : 

V = + 


en appelant Vj le potentiel du aux masses interieures ii la sphere 
et Vj le potentiel dii aux masses exterieures. Le balayage a pour 
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effet cle remplacer cliaque masse situee a I’interieur de la 
sphere par ime couche equivalente repandue sur la surface el; 
ayant pour densite en M' : 


47zar*^ 



II resulte de la que la densite en M' de la couche equivalente 



finale, une fois qu’on a termine le balayage, est donnee par I’iii- 
tegrale triple : 


cl P 1 

^ 


—J 4a:ar=* 
etenclue a la sphere consideree. Posons alors : 

u,=r-^dco' 

J(S) r 


4S) 

u,=v,. 


En supposant p'>0, on a : 


P 


> 0 , 


D’oii : 


U,>0, U,>0. 
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D’aiitre part : 

==Vj... a I’exterieur de S 
Uj < Vj... a Finterieur de S 

Prenoiis : 

u = u, + u,. 

On a linalement : 

U = V. . . a Fexterieur de S 
U < V, . . a Finterieur de S 

et d’ailleurs U est positif et continu dans tout Fespace. 

Les m6mes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel 
du a des distriliutions superficielles ou lineaires. On le demon- 



Fig. 82. 


Irerait exactenieiit de la inOne lacon. Nous n’insisterons done pas 
davantage sur ce point. 

125. Theoreme de Harnack. — Soit une sphere S de centre 0 
et de rayon a. Prenons un point M a Finterieur de la sphere et 
posons (fig. 82) : 
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Coiisiderons maintenant mie suite illimitee cle fonctions : 

harmoniques et positives dans S. Designons par : 

Y(Y^... Y(... 

les valeurs cle ces fonctions en un point M' situe an centre cle 
gravite de I’eleraent clw' cle la surface de la sphere. 

Nous avons prouve (§ 97) cjue, si la serie : 


est convergente, sa somiue : 

Y==SYi 

est line fonction liarnionicj[ue clans S . 

On a : 

V. = /’vi4^cW, 


en posant : 


Mhh = r 


Soit alors une sphere S concentricjue a S et cle rayon b inferieur 
a a. Supposons que le point hi soit a rinterieur cle S. Posons . 


a" 


On a 


et : 


47car^ 

r > a — p > a — li 
a- — p-< a-. 


D’ou : 


Q< 


47i:a (a — b)^ 

Appelons Bo cette limite superieure de B. On voit c^ue Ion pent 
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f V[dto^— |— r Vkl<i>^— 1~* • • — f- I V(dto^— f— ... 

‘^(S) J(S) J(S) 

est convei’gente, la serie : 

Vj -i— Vg -4- . . . — V i — )— . . . 

I’est elle-meme, et sa convergence est uniforme. 

Nous avons vu (§ 97) que Ton pent aiissi assigner une limite 
superieure Bj aux trois quantiles : 


ilQ 


1 DO j 


1 5G 

dx 

1 j j 


1 > j 

1 5z 




Done les series ; 

5Vi OVi 

^ 5x ’ ^ Dy ’ ^ Oz 
sont absolument et unirormement convergentes quand la serie : 


y f V(dc.y 

^J{S) 


est elle-m^me convergente. 

11 en est encore de ni6me pour les series : 

VZXi, 

dx^ ^ DyOz 

V.5!Xl V 

^ Dy^ dzdx 

S'^Il y_^ 

dxdy 

et en general de toutes les series deduites par derivation terme a 
terine de la serie : 

SVi. 

Cela se voit tou jours par le merae procede. 

Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fonc- 
tion V est liarinonique a I’interieur de la sphere, si la serie : 

y f v'idco' 

est convergente. 
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Nous voulons aller uii pen plus loin a present et montrer que la 


sene 




est convergente, si la serie : 


SV- 


est convergente en un point M„ cle la sphere. 
126. Appelons : 

Y?vh.. v;... 

les valeurs cles Ibnctions : 
au point M„. Posons cPailleurs : 


On a 


OMo = pu, M„M' = I'y. 


'(s) 0 

Mais on pent ecrire I’inegalite : 

I’o po 

D’oii : 

a > A* P<) 


ce qui donne : 


et eufin ; 


en posant ; 


duar'*!) dua (a— j— py)“ 

Y«i> 


"" — T- / Y'idco' 


4 7 i:a (a + pj“ J^s) 

rYVW<:NY"i 

JlS) 


Po 


N 4 Tca (a + pj^ 
Or, par hypothese, la serie : 

SYh 
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est convergente. Done il en est de m6me de la serie : 

y f 

et, par suite, la fonction V est harmonique. 

G. Q. F. D. 

127. Considerons im domaineTlimiteparune surface fermee S. 
Ce domaine est suppose coniiexe, niais d’uii ordre de connexion 
quelconque. 

Soit line suite illimitee de fonctions harmoniques : 

delinies et positives dans T. Je dis que, si la serie : 

SV, 

est convergente en un point M,, do T, elle est convergente eii tout 
point de T. 

Kn efFet, preiions un point M quelconque situe ii rinterleur de T . 



Si le point M est contenu dans une sphere qui renferme aussi 
le point Mg et qui soit tout entiere a I’interieur de 1 , la proposi- 
tion est evidente ; en elFet, chacune des fonctions A ; est harino- 
nique et positive dans cette sphere, en sorte qu’on est ramene au 
cas etudie dans le paragraplie precedent. 

Supposons maintenant (hg* 83) qu on ne puisse trouvei 
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spheres, Tunc contenant et M^, I’autre contenant etM, et 
toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarqiie 
que nous venous de faire, la convergence de la serie ; 

sv, 

en My entrain e sa convergence en et celle-ci a son tour 
entraine la convergence en M. La proposition enoneee est done 
encore verifiee. 

Ell general, a cause de la connexion du domaine T, on pent 
tracer un cheinin continu allant de My en M sans sortir de T. Sur 
ce cliemin, il est manireste que Ton pent trouver un nombre 
liniite de points (fig. 84) : 

M„M,M,...M„M„^i...M 

t(ds qu’il y ait toujours une sphere contenue dans T et contenant 
a son interieur deux points consecutifs M„ et M^^j. La demons- 
tration du theoreme en question pent alors se faire de proche en 
prochc. La serie : 

sv, 

est convergente en M^; done elle Lest en Mj, comme on le voit 
en considerant la premiere sphere. La convergence en AIj 
entraine la convergence en M^, comme on le voit en considerant 
la deiixieme sphere. En general, la convergence en M„ entraine 
la convergence en comme on le voit en considerant la 

(n4- 1") sphere. II est clair qu’apres un nombre limite d’opera- 
tions on sera assure do la convergence en M. 

C. Q. F. D. 

128. Void une importante application des theorenies prece- 
dents. 

Soit un domaine T limite par une surlace lermee S. 

Considerons une foiiction <!> definie et continue en tout point 
de S. Nous regarderons cette ionction comme donnee. De plus 
nous supposerons qu’elle est positive et non nulle en tout point 
de S. 

Cela pose, tracons une sphere D assez grande pour contenir 
toute la surface S ii son interieur. On pent toujours imaginer une 
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fonction U definie et continue dans Q, positive et non nulle clans 
le meme cloniaine, prenant enfin les valeiirs sur S. 

Donnons-nous maintenant une suite de nombres positils : 

W3--- 

tels cjue la serie : 

*1 — f f 1 — * * ' — ^ ^ — ‘ * " 

soil convergente. On sait qu’il est possible de construire une 
suite de fonctions : 

P P P P .. 

1^ 2 3* 11* * * 

definies dans 0 et lioloinorphes en tout point de ce clomaine, de 
telle I'acon cjue Ton ait : 

0<P„<e„ 

pour toutes les valeurs de I’indice n et cpie la somme de la serie 
absolument et uniformeinent convergente : 

P ^ -1- P 2 + ... + Pn + ... 

sort la I’onction U donnee. On pent, par exemple, s’arranger de 
maniere cj[ue les fonctions Pj soient des polynomes entiers 
en x,y, z. 

Supposons alors cjue Ton saclie, pour toutes les valeurs de 
I’indice n, former une fonction Y„ liarmonic[ue clans T et prenanl 
sur S les memes valeurs c|ue P,i. On a ; 

0<V„<£„. 

Done la serie : 

V j + V 2 + ... + v„ + . . . , 

clout tons les tenues sont des fonctions liarnionicfues et positives 
clans T, est absolument et uniformement convergente en tout 
point de T. En vertu clu tlieoreme de Harnack, nous concluons 
cle la c[ue la somme V de la serie precedente est une fonction 
harnionique clans T prenant sur S les valeurs (I>. 

Nous voyons par la que Von saura resoudre le prohleme de 
Diriclilet dans le cas le plus general des quon saura le resoudre 
en supposant que la fonction eliercliee prenne sur S les jnSmes 
paleurs quun polynome donne. 
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Remarque. — Nous avons suppose pour plus de simplicite, 
dans la demonstration precedente, que la Ibnction donnee etait 
positive et non nulle en tont point de S. On pent toujours se 
placer dans ce cas pour resoudre le probleme de Diriclilet. 

En effet supposons que fE ait un signe quelconque. Posons : 

ld)|<M... (M=:C‘“). 

On pent toujours ecrire ; 

cp = M— (M — ft). 

On a : 

M— (I>>0. 

Soit V une ronction liarmonique dans T prenant sur S les 
valeurs M — : nous admettons qu’on peut la determiner. Cela 
pose, il cst clair que la Ibnction : 

M — V 

est liarmoni(pie dans T et prend sur S les valeurs 

129 . Methode du balayage. — Proposons-nous de construire 
une Ibnction V liarmonique dans un domainc T limite par une 
surlbce I’ermee S et prenant sur S les monies valeurs qu iiii 
polyndme donne P. 

Commencons par tracer une sphere 0 coutenant a son interieiu' 
tout le domaine T. 

Cela pose, il est possible de trouver une infinite de spheres Oj 
formant une suite a indices entiers positifs et jouissaiit des prc- 
prietes suivantes : 

1® Chacune des spheres Oi est tout entiere interieure a T. 

2“ Tout point de T est interieur ii Pune au nioins des 
spheres f);. 

Concevons, en elFet, une succession de nombres positifs : 

8^, 0^,... Oi,... 

decroissants ettendant vers zero. Imaginons maintenant une seric 
de regions ; 

s’enveloppant mutuellement et tendant ii se confondre avec T. 
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La region Ri par exemple est definie comme etant I’ensemble cle 
tons les points de T dont la distance minimum ii S est superieure 
a Oj. Tracons une triple serie de plans paralleles aiix plans coor- 
donnes, Lecartement de deux plans consecutils de la m6me serie 

etant un pen inferieur ii . La region Ri est ainsi partagee en 

un nombre limite de cubes dont la diagonale est legerement inie- 
rieure ii o^. II est clair que ces cubes sont tons interieurs ii T. 
D’ailleurs tout point de Rj appartient ii Tun de ces cubes. 
Appelons : 

3, £, 


la longueur de la diagonale d’un de ces cubes. A cliaque region 
Ri est attache un nombre positif inferieur ii 3;. Nous supposons 
que la suite : 

soit convergente et ait zero pour limite. 

Cela etant, du centre de chacun des cubes obtenus, decrivons 

une sphere ayant pour rayon S ; — . Nous construisons ainsi 

un nombre limite de spheres ; 

Toutes ces spheres sont interienres ii T et tout point de lb est 
interieur ii I’une au moins de ces spheres. En faisant la m6me 
operation pour cliaque region R;, on obtient une serie de spheres 
remplissant bien les conditions prescrites : 

1“ Toutes ces spheres sont interienres ii T. 

2° Tout point interieur ii T, etant interieur aux regions Rj ii 
partir d’une certaine valeur de i, est interieur li Tune au moins 
des spheres considerees. 

3° L’ensemble des spheres precedentes est denombrable, 
puisque Tensemble des regions R, Test lui-m6me et qu’il ne cor- 
respond ii chaque region lb quTm nombre limite de spheres. 

La proposition annoncee est done ctablie. 

Nous considerons les spheres dans Tordre suivant : 

de maniere ii considerer chacune cTelles une infinite de fois. 
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130. — Prenons maintenant le polynome donne P et formons 
I’expression AP, Supposoiis d’abord cpie Ton ait : 

AP<0 


en tout point de 0. Nous 
cette restriction. 

Posons : 


verrons ensuite comment on pent lever 




et : 



On a ; 


>0, W„>0. 


De plus, ^Y^, est le potentlel newtonicn d’uu volume attirant. 
D’oii : 

AW„ = — 4:7tu.' = AP 


en tout point de Q. 

KIFectuons maintenant le Iralayage de cliacune des spheres Qi, 
en prenant celle-ci successivement dans I’ordre indicpie. Soit 
Wi ce qu’est devenu le potentiel W„ apres la i“ operation. On a 
evidemnient, en vertu des proprietes du balayage ; 

en tout point de □. D’autre part, on pent ecrire : 

Wi>0, 

puiscjue le balayage n’introduit jamais de masses negatives. 
Considerons la suite : 


Wi 

Fdle est convergente, puisqu’elle est formee de termes tous 
positifs qui vont toujours en decroissant on du moins qui ne 
croissent jamais. Soit W la limite de cette suite : W est une 
fonction definie en tout point de Q. 

On a evidemnient : 


Wo>W>0. 
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Etudions les proprietes deW. 

Considerons mie sphere quelconcpie. Elle est balayee une 
Infinite de fois, aux operations nuraerotees, par exemple : 

a;... 

Considerons les fonctions : 

Elies forment une suite convergente ayant W pour limite. D’aib 
leurs^ on a : 

AW„. = 0... dansO„ 

quel que soit i. Mais on pent ecrire : 

w = - W., + (W.J — W,, ) + . . . + ( W., — W,) + . . . 

Tous les terraes de cette serie sont des fonctions harmoniques 
dans ; ces fonctions sont positives dans le m6me domaine, ii 
r exception de la premiere ; enfin la serie envisagee est conver- 
gente en tout point de fi.,.. Done, en vertu du tlieoreme de Ilar- 
nack, la fonction W est harmonique dans Mais etant donne 
un point quelconque de T , on pent toujours trouver une 
sphere au moins qui contienne ce point a son interieur. On 
voit par lii que la fonction W est harmonique en tout point de T. 

131. Voyons qucllcs sont les valeurs prises par la fonction W 
sur S. 

Supposons que la surface S possede en chacun de ses points 
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux 
])ien determines. Soit un point de S. Voyons vers quelle 
limite tend W quand le point courant M (x,y,z) , d’abord situe a 
I’interieur de T, tend par un chemin quelconque vers M^,. 

En vertu des hypotheses que nous venous de faire, on peut 
construire une sphere S„ tangente exterieurement a S en 
Construisons une fonction U jouissant des proprietes suivantes: 

AU = 0 a I’exterieur de Sg 

U=Wo sur Sg 

U=0 a I’inflni. 
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Sacliant resoudre le probleme cle Dirichlet pour la sphere, nous 
savons former la fonction U. 

On a evidemment : 

U^W:^W„ 

en tout point M de T. Mais, quand M tend vers M^, U et 
tendent vers la m6me limite. II en est done de mfime de W. 
Ainsi W prend sur S les monies valeurs que 
Finaleinent, on a : 

AW = 0... dans T 
W=:W„... sur S 

pourvu que S ne presente aucuue singularite. 

132. P osons maintenant : 

V = p— w„+w. 

On a : 

aw„=ap 

AW = 0. 


D’aiitre part, il est manifeste que V prend sur S les mOnes valeurs 
(|ue le polynome doniie P. 

Le probleme de Dirichlet est done resolii dans le cas particu- 
lier on nous nous sommes places. Mais nous savons que le theo- 
reme de Harnack permet de passer de ce cas particulier au cas 
general. Done le principe de Dirichlet est completeinent etahli. 

133. Nous avons suppose : 

AP <0 

dans Q,. Cela ne restreint pas la generalite. En effet, on pent 
touiours ecrire : 

P = l\-P,, 

lespolynomes P^ et P^ etant clioisis de facon que Ton ait : 
A1\<0, AP3<0. 
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Lu methocle precedente permet de trouver deux fonctions : 

V, et V, 

harmoniques dans T et prenant sur S respeCtivement les m^mes 
valeurs que : 

P, et P,. 

Posons alors : 

Y = V,— V,. 

II est clair que la fonction V cst liarmonique dans T et prend 
sur S les memes valeurs que P. 

134. Ajoutons, pour terminer, que la metliode precedente 
s’applique encore avec succes si la surlace S presente un nombre 
linrite de points coniques ordinaires. On trouvera nne discussion 
complete de ce cas an tome XII de V Aiiicriccui Jouviicil of McuIig- 
matics. (II. Poincare. — Sur les equations aux deriv6es partielles 
do la Physique mathematique, § 1-) 


GHAPITRE VIII 


RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET 
LA Ml'rPHODE DE NEUMANN 


135. Principe de la metRode de Neumann. — La methode du 
balayage, exposee au chapitre precedent, Ibiirnit une demons- 
tration rigourense et generale du Principe de Dirichlet. La 
methode de Neumann, dont iious allons nous occnper mainte- 
nauL a le nKMne but. Au point de vue de la generalite, elle est 
inlerieiire a la methode du balayage. Mais elle a I’avantagc de 
bien mettre en evidence I’identite des Ibnetions harmonicpies et 
des potentiels newtoniens. 

Nous etudierons concurremment le proldeme interieur et le 
probleme exterieur de Dirichlet. Nous nous placerons dans le 
cas de I’espace a trois dimensions. Mais ce n’est que pour fixer 
les idees. On verra sans peine que les raisonnements peuvent 
encore 6trc faits quel que soil le nombre des variables indepen- 
da ntes. 

Considerons une surface lermee S limitant un domaine inte- 
rieur T et un domaine exterieur Nous supposerons que la 
surface S possede en chacim de ses points un plan tangent 
unique et deux rayons de courbure principaux bien determines. 
Cela pose, nous voulons resoudre le probleme de Dirichlet a la 
fois pour le domaine T et pour le domaine 

La methode de Neumann consiste achercher une double couche 
portee par S dont le potentiel newtonien soit precisement la 
lonction harmonique inconnue q,ue Ton veut coiistruire. 

Nous verrons que Lon pent toujoiirs reussir li determiner la 
double couche en question dans le cas du probleme interieur. 
Mais, pour le probleme exterieur, il n’en est plus ainsi. 11 est 
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facile de se rendre compte de cette derniere particularite. Soil V 

une fonction harmonique a I’exterieur d’une sphere de rayon R 

et reguliere a I’infmi. On a : 
n 


v= 


Zo 

p 


Xf 


en appelant : 


Y/ Y' 

A A j. . . 


des fonctions spheriques et en posant : 

Ce developpement est valahle pour : 

p>R. 

Supposons que V soit im pqtentiel newtonien. Alors on pent 
ecrire : 

limj_ypV = M, 

M etant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten- 
tiel est celui d’lme double couche, on a : 

M = 0. 


Mais, en general : 

M=XV 

Cela entraine done : 

X'„ = 0. 

Par consequent, une condition est requise pour qu’on puisse 
resoudre le probleme exterieur de Dirichlet au moyen du poten- 
tiel d’une double couche. 

Nous verrons d’ailleurs que Ton parvient toujours a resoudre 
le probleme exterieur en superposant sur la m6me surface S une 
simple couche et une double couche de matiere attirante. 

136. Rappelons d’abord, en quelques mots, les proprietes fon- 
damentales des potentiels de double couche. 

Soit W un pared potentiel. C’est une fonction reguliere a 
rinfini et harmonique en tout point de I’espace, saufsur la surface 
meme qui porte la double couche. 
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Lorsque le point courant M se rapproche indefinimeiit d’un 
point de S en restant interieur ii S, W tend vers une limite 
que nous designerons par V. Lorsque M tend vers en restant 
a Fexterieur de S, W a encore une limite que nous designerons 
cette lois par VF Si p. est la densite de la double coucbe au 
point M,„ on a : 

V — V^ = ~47.p.. 

Enfin la valeur de W en est : 


Nous supposons ici la matiere attirante qui constitue la double 
coucbe repandue sur une surface fermee S. Les 6lenients do)^ 
de S sont alors regardes comme ayant leurs cotes negatils tour- 
nes \ers 1 interieur de S. Quant a Tangle solide dV sous leqiiel 
dw est vu du point x,y,z, il est positil: ou negatif suivant que do)' 
estvu par sa lace externe 011 par sa lace interne. 

137. Soit une lonction donnee, definie en tout point de S, 
unilorme et continue dans le nuhne domaine. Appelons A un 
parametre reel. 

Proposons-nous de determiner une double coucbe port6e par S, 
de telle lacon que son potentiel W satisfasse au voisinage de 
cbaque point de S a la relation : 

V — V^=X(V + V') + 2fI>. 

(Test ce que j’appellerai le prohleme de Neumann. 

Supposons ce probleme resolu et iaisons : 

Le potentiel W correspondant verifiera la relation : 

Le probleme de Dirichlet e.rlerieur est ainsi resolu, 

Faisons maintenant : 
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Le potentiel W correspondaiit verifiera la relation. 

V==(I>. 

Cette fois, ce sera le probleme cle Dirichlet inierieur qui sera 
resolu. 

Finalement, on voit que nous sommes ramenes ii la recherche 
clu prohUune de Neumann. 

138. Considerons W coinme une fonction de A. yVdmettons 
que W puisse etre developpe en serie ordonnee suivant les puis- 
sances croissantes de On a alors 

W = AVy -f- j -d- . . . -f- a’Wi . . . 

v = v„-h aV, + ... + A‘Vi + ... 

(1) y = -f- ^'*Yd “4- . . . 

U ==: XIq aTJ.| ■— |— ... ~f“ 

Voyons si de pareilles series peuveiit verifier toutes les conditions 
imposees ii la fonction W que Ton clierclie. 

D’abord il faut, pour cela, que Ton ait : 

AWo = 0, AWi=0,... AY\d = 0... 

en tout point de I’espace, sauf sur S. Cela aura lieu si nous pre- 
nous pour : 

w„ w,... w,... 

. les potentiels de certaines doubles couches. 

Maintenant la relation : 

V — V'=A (V-d-Y')4-2fI> 

V — V = 2 (I> 

’^0 '^0 ^ ^ 

V,:-Y',=:V,H-V'„=^2U„ 




donne : 
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Si Ton appelle : 

. p.;. . . 

les deiisites des doubles couches doiit les potentiels sont respec- 
tivement : 

WoWjW,...Wi... 
on suit c|ue Ton doit avoir : 


v„-vv 

v.-vv 

V, — vv 


4 Tip,, 


Vi — V'; 


:pi. 


D’oii 





ce qui determine dc proche en prochc les densites des doubles 
couches euvisagees, 

Cela pose, nous avons deux (piestions a resoudre : 

1*^ Peut-on construire les series (1)? 

2“ Ces series sont-elles conver 2 :entes ? 

o 

C’est ce ([ue nous allons examiner. 

139. D^veloppement de la m^thode de Neumann. — Posons pour 
abreger : 


Prenons : 
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Wi sera le potentiel d’ane double coiiclie portee par S. Done la 
loiiction Wi sera reguliere a rinfini et liarmonique en tout point 
de I’espace non situe sur S. 

D’autre part, on aura Lien : 

Vi — Y'i=: — 

et, si Ton pose : 

on pourra ecrire : 

v — V- = 2U. 

Done Wi remplira toutes les conditions prescrites. 

Lcs fonctions Wi peuvent 6tre fornixes de proche en proche a 
partir de la Ibnction <I> donnee. 

En eflet, on a d’abord : 

Maintenant, Wo etant connu, il est clair cjue Vg V'o le sont 
aussi. Done on pent calculer [jl^. D’ou : 

Wi=r LUO'. 

‘ J(S) “ 

Et ainsi de suite. 

Finalement on pent ecrire : 

Wo=: { d>de' 

w,= r u/ie' 

w. — r u,d6' 

Wi=r 

J(S) 

Done les fonctions Wi peuvent 6tre formees de proche en proche 
et, par suite, les series (1) peuvent etre construites sans ambi- 
gufte. 



RESOLUTION DU PRODLEME DE DIRICIILET 


Remarque. — Si roii a : 

^) = 1 , 

il est clair que egal a 


2 en tout point tie T 

1 en tout point tie S 

0 en tout point tie T' 


car : 


dtl' = 2. .. six,y, z est clans T 

tUJ' = i . . . si X, y , z est sur S 

r tlO' = 0... si x.y.z est dans T' 

.,(S) 




140. Etudions maintenant les fonctions Wi- 

Supposons que la surface S soil cojivcu'e et possede en o/iaque 
point des rayons de courhure finis. Nous excluons ainsi de nos 
considerations les surfaces qiii ont des portions planes on cylin- 
driqiies. 

Ces hypotheses nc sont pas toutes indlspcnsal)les. Neumann 
a etendu sa methode a toutes les surfaces qni ne sont pas hictoi- 
lees, c’est-a-dirc oil tons les plans tangents ne vont pas passer 
par Fun on Fautre de deux points fixes (comme cela aurait lieu 
dans le cas tl’un culie ou dans le cas du solitle commun a deux 
cones). Mais, pour simplifier, nous nous hornerons an cas, tlejii 
trcs general, qui a ele signale. 

Figurons la surface S (fig. 85). Soit M' un point de cette sur- 
face situe au centre de gravite de Fclement dw'. En vertu ties 
hypotheses faites sur la nature de la surface S, on pent tracer 
line sphere S tangentc ii S en M' et contenant toutc la surface a 
son interieur. Soit 0 le centre de cette sphere ; designons par A 
le point tie S qui est diametralement oppose ii M' ; il est clair 
que M'A est la normale ii S en M'. 

Siipposons maintenant cjiie le point courant x,y,z vlenne se 
placer sur S en M. Joignons MM' et posons : 


MM'A = 
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On a eviclemment : 


cos 'h ^ 0, 

quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe. 

Ici do-' est constamment negatif, d’apres nos conventions, car 



la surface S etant convexe, on n’en pent voir, quand on se place 
sur elle, que le cote interne. On a done : 


do- 


dw' cos(|/ 

1P~ 


si I’on remarque que da^ est, en valeur absolue, Felement de la 
sphere de rayon 1 decrite de M comme centre dont la perspec- 
tive sur S est doj'. On conclut de la : 


d8^ 


1 d 


10 ' cosiy 


MM' 
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Posons maintenant 


M'A=2R, 


en appelant R le rayon tie la sphere S. La sphere S a pii etre ehoi- 
sie tie facon qiie la ra6me valeur tie R convienne pour tons Ics 
points de S. On a : 

M'B = APA cos -i, 

B etant Ic point oh M'M coupe S. puisqiie le triangle M'BA est 
rectangle en B. D’autre part : 

clfP>0 


J 1 

M'B" 


D’oii ; 


Posons 


On a llnalement 


M'B > MM'. 


HtzR'^ cos <h 
(ht)' 

> MF- 


*«i r 


dQ'>Mdto'. 


Cette inegalite nous servira tout a I’heure. 


141. Considerons U;. C’est une function continue sur S. Done 
elle a une limitc superieure Gh ct une limite irderieure Hi- Kcri- 
vons : 

Si le point M est situe sur la surface S, on a : 
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Done, en desigiiant (fig. 86) par U'i la valeur de U; en M' , on pent 


ecrire 



Fig. 85. 

Dans ces conditions 


= = f U(d9'. 

./(S) 

Si M se deplace sur S, varie et 
atteint son maximum Gi + j en iin cer- 
tain point Mq et son minimum en 
un certain point M^. Appelons alors : 

— 2T:d8', — 27rd9;, — 27rd9( 

les angles solides sous lesquels dc./ 
est vu respectivement dcs points : 

M, M„ Mj. 


Or : 


Done on pent ecrire : 


r U(d9; 

J(S) 

Hi,,= rU(dQl. 

J(S) 

J’d6;=j"ci9; = i. 


, = f G.ti9; 

J(S) 

i=r n,dQ(. 


On en conclut ; 


D’ou 


Gi-G,,i=r (Gi — u;) do;>o. 

c/(S) 


Gi>Gi^i. 

Ainsi les quantites Gj vont en decroissant quand i augmente. 

On voit de m6me que les quantites H; vont en croissant quand i 
augmente. 

D’ autre part, on a : 


d9;>Mdw' 
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et 


D’oii : 


cUj;>Mc1o/. 


Ci-Gut 




'(S) 


Gi — / (Gi — UOcW. 


^(S) 


Do m(^me : 

IIi + i'-- ni>M f (U.'— IIi)dto'. 

d(S) 

Ajoiitons mcnibre a inem])re : 

(G, — IT,) _ (G, , , — 11 , , 0 > M f (G, - II,) do)^ 


li^nfin : 


(G, — — II,^,)>M(G, — II,) f tlw'. 

t/(S) 

En outre, Ton a : 


/a 


dti)' = S, 


S etant I’aire do la surface S. 

Posons : 

MS = i — u, 

etant dtUermiue par cettc egalitc m6me. On pent ecrire alors : 

Gi,i~lIi + ,<;j:(Gi-IIO. 

Comme on a cvidcminent : 

Gj t — llj .j. I ^ 0, Gj — Ilj ^ 0, 

on dfkluit de lii : 

p >0. 

Mais : 

M rd(./>o. 

J[S) 


Done : 


1 — P>0. 
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(jCs inegalites vont jouer un role essentiel clans nos raisonnc- 
ments. 

Consiclerons les clifFerences : 

Go - Ho 

Gi — II 

On a : 

G.-H,<(G„~ig^a • 

G, — H,<(G^-~ig jx 

G, — lIi<(G,_, — 

Multiplions inembre a menibre : 

Gi~IIi<(G„-H„) 

Posons : 

A est line constante bien cletenninee et on a : 

pour toiites les valeurs cle I’inclice i. Cela montre c|ue la diffe- 
rence : 

G,-1I, 

tend vers zero c|uand i augmente indefiniment. La serie : 

S(G>-Iff) 

converge comme une progression geometric[ue decroissante, 
puisque p. est inferieur a I’unite. 

En resume, les quantites G- forment une suite de termes supe- 
rieurs a qui vonttoujours en decroissant ou, du moins, qui ne 
croissent jamais et les quantites Hi forment une suite de termes 
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infciiGUis Gq (jLii \ out toujonrs gii croissiiiit ou, clii iiioiiiSj cjivl 
nc clGcroissGiit jamais. Done les deux suites G; et 11, sont conver- 
gentes. Mais la differenee : 

G, - II, 

restc toujours positive et tend vers zero C|uand i augmente indeli- 
niment. Done les deux suites G, et 11, delinissent la m6me limite. 
J’appellcrai C la limite commune des deux suites G, et 11,. 


142. P llEMIER CAS. 

On a constamment : 

Si on suppose : 


on pent ocrirc : 

Mais on suit que : 


Done : 


G = 0. 

G,>G>IIi. 

G = 0, 

G,>(), II,<0. 
G, — ll,<Ap.‘ 

Gi<A[jL‘ 

— 11, < Ap' 


dans Ic cas actuel. En d’autres termos, les series : 


et 


SG, 


Sll, 


convergent a la laeon d’unc progression geometrique dccrols- 
santc. 

D’ autre part : 

et : 

Y, _L_ y; y y. 

y. -4_ y. y. y/. 


2 


2 
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ais, puisque Ton a : 



Gi< Ap‘ 

— ni<Apb 

on peut ecrire : 

|U,l<Aixi. 

On conclut de lii : 

1 Vj 1 < AfA'— f- Aja'- 
|V',i<A(A' + A[A'- 

e’est-a-dire ; 

|V,|<Bia' 

|V||<B|a„ 

on posant : 

B = A(^1 H-iy 


Maintenant, Wi est une Ibnction regulicre ii I’infini et harmo- 
mque tant ii I’interieur qu’ii I’exterieur do S. C’est clone sue la 
surface S eUe-m6me que W, atteint sou maximum ot son 
mum. Kn cl’autres termes, on a : 


mini- 


(Wtl < max I Vi|... dans T 
|Wi{<max| V'i|...dansT'. 

D’ou finalement : 

I Wi [ < 

aussi bleu a rinterieur qu’a rexterieiir de S. 


143. Repreuoiis la serie : 

H- + . . . + . 

On a, en vertu dc ce qui precede : 

P‘‘Wil<B|Ap|b 

gentc si est absolument et unil'ormement 

lXu|<l, 


conver- 
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c’est-a-clire si : 


Or nous savons que : 

0 < < 1 

Done la serie est convergente pour A=:-)- 1 et pour )>= — 1. 
144. Faisons ; 


et clesignons par W la somme de la serie convergente : 

(, —j— AV j — j— . . . ”t— • • • 


II est clair quo W est uiie fo'nction de x, y, z bicn definic cn tout 
point non situe sur S et regiilierc a rinfini. 

Je dis que W est line I’onction liarinonique en tout point de 
I’cspace, satirsur S. 

Fn eflet, il cn est ainsi de ehacune des Idnetions W|. Or on pent 
ecrirc : 

W = SW, (Bp.’-1~ Wi) — 

car la serie ; 


dont tons Ics termes sont des constantes, est convergente. Mais 

I 1 <BtF. 


on a : 


D’oii : 


Bp.‘ + Wi>0. 


D’autre part ; 


Ainsi la serie : 




a scs termes tons positifs et est unirormement convergente. De 
plus tons scs termes sont des Ibnctions harmoniques tant ii 
I’interieur qu’a Fexterieur de S. Done sa somme, en vertu du 
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tbeoreme cle Haniack, est line fonctioii harmonique dans le meme 
domaine. 

On pent dire la m6me chose de la somme de la serie : 


pLiisqne celle-ci est nne constante. 

En definitive, W est nne fonction harmonique cn tout point 
de I’espace qni n’est pas situe snr S. 

145. Reprenons le cas oii 1 a nne valeur qncleonqne ct voyons 
ce qiii arrive qnand le point x, y, z tend vers nn point hi,, de S 
en restant tonjonrs a rexterienr de S. 

Dans ce cas, on a : 

■ limWi=Vf 

par definition. Mais : 

D’oii : 

limAV„=U„~-(I) 
limW, =U,— U„ 

limWi = Ui — Ui_^ 

La serie : 

(u, - O') + ). (U, — U.) + . . . H- (U, - U, . 

est convergente. D’antre part, la serie : 

'Wo+ aW^ H- . . . + }s‘Wi H- . . . 

est elle-mOne nniformement convergente. On conclnt de la : 

en vertn dun theoreme bien connu de la theorie des series, 
lout ce qni precede suppose : 
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Cela s’applique si A est egal a 1. Dans ce cas, la serie : 

se recliiit a : 

(Uo — '!>) H- (LIj — UJ 4- (U^ — Uj) + . . . , 
c’est-a-dire a la fonction donnec $ chaDgee de signe. On a done : 

lim W = — <E >5 

qnand Ic point x, }%z tend vers iin point de S en restant a I’exte- 
rieur de cette surface. 

Comme la lonction d) est arbitraire, on voit que le prohleme 
de Dinchlet, cii ce qin eoncerne le domaine T' exLerieur cl S est 
conijdelenienl resold. ’ 

146. Faisons maintenant : 

Les mOncs raisonncmeiUs peuvent 6 tre repetes. On pent ecrire : 
\V = (B H- W „) + (B |x — J + ( 13 4 . _j_ _ _ _ 

4- [ B[F -I- ( — l)‘\Vi] , 

Le theoreme de Ilarnack inontre encore que W est line fonction 
liarmomque. 

Cette lois, on trouve que : 

lim W == 

quand le point x, y, z sc rapproclie indeliniment de S cn restant 
fcoujours interieur a T. 

Le pvohUme de Dirichlet, en ce ejui coiu'erne le domaine 1 inte- 
rieur cl S, est done coniplelement resold. 

^ Fn delinitivc, le principe de Dirichlet est etabli, dans le cas 
oil la eonstantc C est nulle. 

147. DEUXliiMB CAS. C::^0. 

Occupons-nous d’abord du probleme interieur. 

Prenons la Ibuction donnee d>. Sa connaissance conduit a la 

I’OiiXGAKK. Potent. Newt. 
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connaissance cle la constante C qui, par hypothese, est ici clifFe- 
rente cle zero. 

Changeons maintenant fli en <E» — C, et refaisons les memes 
calculs. 11 est clair cpie clevient : 

c’est-a-clire : 



oil enfin : 

Uo-C 

De m6me clevient Uj — C et, en general, LI; clevient U; — C. 
Dans les monies conditions, les cpiantites : 

G[ et Hi 

cleviennent : 

Gi— CetHi — C. 

Alors la nouvelle constante C se cleclnit cle la premiere par 
soustraction cle C : elle est niille. 

On est ainsi ramene an cas oil C est mil. On pent done resouclre 
le problenie cle Dirichlet, en se donnant les valeurs cle <!> — C 
pour valeurs cle la fonction harmoniej^ue chercliee siir le borcl du 
clomaine T. 

Soit W la solution obtenue. C’estiine fonction liarmonicpie en 
tout point du clomaine envisage. De plus : 

lim'W=d> — C, 

quand le point x, y, z tend vers S en restant a I’interieur de T. 
Posons alors : 

v=w+c, 

11 est clair cj^ue V est encore une fonction liarmonique dans T. 
Mais, cette fois, on a : 

limV = (&. 

cjuancl le point x, y, z vient se placer sur S. 

D’autre part, A¥ est le potentiel en un point interieur ii T d’une 
double couche portee par S. Or la constante C pent aussi 6tre 
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rcgardee comme le potentiel en un point cle T d’une double 
couche homogene portee par S. Done W+ G est encore un poten- 
tiel de double couche. 

Leprohleme interieur de Dirichlet est dona resoln dans ions les 
cas an moyen d’une double couche portee par S. 

148. Passons maintenant an prol^leme exterieur. Nous aliens 
voir que la m6me conclusion ne subsiste plus : si C est diflerent 
de zero, on ne pent plus resoiidre le probleme en question en sc 
servant seuleraent d’une double couche portee par S. 

lout d abord, il est clair que Ton ne pent plus employer I’ar- 
tifice qui a conduit a trouver la solution generale du probleme 
interieur. En effet, il est tonjours possible de former la fonclion 
harmonique W qui tend vers d, __ c qiiand on s’approche inde- 
llniment de S par 1 exterieur. La function W H- G verihe bien 
encore 1 equation de Laplace. Mais cc n’est pas uiic fonetion har- 
monique, car elle n’est pas reguliere ii rinhni, W I’etant et G 
etantune constante. De plus, il est exact quo W est un potentiel 
de double couche ; mais la constante G ne pent pas <>tre rcgardee 
ici comme le potentiel en un point exterieur d’line double couche 
homogeiie portee par S, car un tel potentiel est mil dans tout 
I’espace exterieur a S. 

D’ailleurs nous avons vu 135) qu’il cxistait une condition 
necessaire pour que le probleme exterieur de Dirichlet suit reso- 
lulile par le potentiel newtonien d’une double couche de matiere 
attirantc repandue siir S. Or: 

G=0 

est line condition sullisanto. G’est alors la condition necessaire et 
sullisante en question. 

Voyons done comment la methode de Neumann permet de 
resoudre le probleme exterieur de Dirichlet quand la constante G 
n’est pas nulle. 


149. Suit W un potentiel do double couclie. 

Prenons un point M ii I’exterieur de S (lig. 87) et un point 0 a 
I’interieur. Puis posons : 

OM 


p. 
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II n’est pas possible cle trouver une double couche portee par S 

dont le potentiel W coincide avec la (bnction — a rexterieur 

P 

de S. En eflbt, W etant iin potentiel de double couche, on 
aurait : 

et, d’autre part, W coincidant avec , on devrait avoir : 

K = o,?W=l, 

ce qui est contradictoire. 

Designons par <!>' rensemble des valeurs de — — sur S. II 

p 

cxiste une ionction W' harmonique dans T' et se reduisant a — d>' 

sur S : c’est precisement la 
1 

Ionction — . Cette fonction, 
P 

nous venous de le voir, ne 
pent titre regardee comme un 
potentiel de double couche. 
Mais il est certain que c’est 
le potentiel d’une simple cou- 
che portee par S : cette sim- 
ple couche est d’ailleurs la 
couche equivalente provenant 
du balayage d’une masse -|-1 
placee en 0. 

Cela pose, appelons C'’ la constante que I’on pent former avec 
comme on a iorme la constante C avec On a evidemment 

sans quoi W' serait un potentiel de double couche. 

Posons : 

a etant une constante laissee incleterminee pour le moment. A la 
fonction definie sur S est attachee une nouvelle constante G" 
c[ui est liee aux precedentes par la relation : 

C" = CH-aC' 
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Prenons : 

CH-aC=:0 

c’est-a-dire : 

C_ 

La valeiir de a cst bien detoriiiinee, piiisc|ue : 

C'r^O. 

Ayant ainsi clioisi a, on a : 


Jog 


On pent alors resoudre le probleme exterienr de Dirichlet an 
moyen d’line double coucho dont le potentiel Wprend les valeurs 
— (I)" sill’ S. 

Posons maintenant : 

v=w — 

p 

11 est clair epic Ton a : 

AV = 0 


a 1 exterienr de b. La lonction V est liarmoniqiie dans T'’ ; elle 
est regiiliere a 1 infini ; cnfin, qnand on approedic indeliniment 
de S par rextericiir, on a : 

lim V = — afp' == — <I). 

Done la lonction V resoiit le probleme propose. 

II est manilestc qiie V pent 6tre regarde comme la somme do 
denx potenticls, Pun dii a nnc simple couche, rautre dd a line 
double couclie, portees toutes deux par la surface S. 

C. Q. F. D. 

150. Signification de la constante C. 

^ Voyons ce qiie represente cette constante G qul a jouc iin role 
si important dans les considerations precedentes. 

Imaginons line certaine qiiantite d’electricite repandue sur la 
surface S regardee comme conductrice. Supposons cette charge 
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en equilibre sur S. Soit alors P le potcntiel con'cspoiKlant. On 
sait que P est line fonction harmoniquc a rcxterlenr cle S. Quant 
a sa valeur sur S et a I’interieur de S, ellc est constante : nous 
Pappellerons P^. La densite de la couchc electriqne consider(k‘ 
csL en cliaqne point de S, donnee par rexprcssion ; 

1 dP 

47i: dn 

Reprenons niaintenant Ics fonctions W, dcs paragraphes prece- 
dents et continuous a employer les miknes notations. On a : 

dWj ^ dv, _ dv; 

dn dn dn ’ 


d’apres les proprietes des doubles couches etablies an cha- 
pitre VI. 

Remarquoiis alors que Ton a : 



Appliquons la formule de Green, en nous rappelant quo P et AVi 
sont des fonctions continues et que Ton a : 


AP=:0, AWi = (). 

On trouve : 



en considerant le dotnaine T intericur a S, et : 



en considerant le domaine exterieur ii S. On conclut de la : 



Mais : 


El 

dn 


0 , 
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puisque est une constante. Done : 

/ \TI J . ./ A 


i^dco'=:0. 


Vi=Ui— Ui_i. 


Par suite : 


J(S) an J,g, dn 


Cette egalite montre que, si Ton pose : 


/• dP 




])’()U, fmalcmcnt : 


/’ . dP - , dP , , 

/ Uj — — d<o — / <!> — t — dw'. 
J(S) da .'(S) dn 


Faisons croitre i indefinimcnt. On a : 

lini G; = C 
lim Hi = G 


et, coni me 


on pent eonclnre de lii : 


Gi^Ui^Hi, 


llmUi=G 


, /’ dP , , G dP , , 
C / d(o'= / <I> dw'. 

J[S) 


dn J[S] dn 

Soit alors M la masse totale de la couche electrique dont Ic 
potentiel est P. La densite de cette couclic est : 

:t dP 

471 dn 
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D’oil : 


Finalement : 


/ 

c/tS) 


clP 
'ts) dn 


clco'= — 4-n:M 


r r clP , , 

cj) dw' 
d(S) dll 


4t:M 


Telle est la valeur de la coiistante C. 


151. Emploi des potentiels de simple couche dans la methode de 
Neumann. Cherchoiis a transformer la solution oJjtenuc par la 
methode de Neumann pour le problemc de Dirichlet tant interieur 
qu exterieur. Nous allons montrer qu’on pent considerer des 
simples couches an lieu des doubles couches envisagees partout 
jusqu a present. Nous supposerons pour cela que I’on a : 

C = 0. 


Prenons d ahord le cas du problenie exterieur. 

Appelons x, y, z les coordonnees du point courant M situe 
clans le domaine T' et -a!, y', z' celles d’un point ]\f de S place an 
centre de gravite de Pelement dw'. Les autres notations adoptees 
sont dailleurs les mfiines cpie dans les paragraphes precedents. 

Wi + Wi_i = f (Ui-1 + Ui _ 2) dO'. 

Mais on pent ecrire : 

de'= — pL 

et : 


en clesignant pav r la distance MM' et par la derivee de ~ 
prise dans la direction de la normale exterieure a S par rapport 
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^ regardes conime variables pendant qne x', y', vl sent re- 
gardes comme constants. 

On conclut de lii : 

dwb 
Or : 

U[ _ 1 -j- Uj _ = Vi _ 1- 


Wi + Wi 



(Ui _ 1 -1-Ui _ 2 ) 


dn 


D’ou : 


Wi-d-Wi 



Servons-noiis de la formule de Green, Regardons pour cela™ et 
\Vi_i comme des fonctions de x', y', y/renfermant les parametres 
x,}', z. Dans ces conditions, —— depend ii la Ibis de x, y, z 
et de x', y', z ot Ton a : 


Af~) = ()... dans T 
\ r / 

en posant : 

A __ 

(pliant a Wj , 1 , dont la valeur siir S est Vi_i quand on reste ii 
rinterienr do T, e’est une fonction de V,/, z' verifiant aussi la 
relation : 

AWi._i = 0... dans T. 


On a alors : 



en designant par : 


d 
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les clerivees suivaiit la iiormale prises par rapport a x', z' 
Mais pour— -et on a: 

d ^ d 

dn' dn ’ 

Done on pent ecrire : 



On voit par la que W'i + Wi_i est le potentiel d’une simple 
couche repandue sur S avec la densite : 


1 dVi_t 

27t dn 

on chaque point. 

lout cela est valable pour 1 exterieur de S. Voyons ce qui sc 
passe quand le point x, y, z est situe a rinterieur de S. 
Considerons alors la difference : 




On a 


Mais 

D’oii 




cIm'. 


W,-W._.=. 


y. 

' i-1 


(S) 


dll 


dtff. 


Appliquons encore la Ibrniule de Green de la m6me iacon que 
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plushaut, c’est-h-dire en regardant x', y', z' commelescoordonnees 
courantes, niais, cette Ibis, prenons comine doinaine d’lnte- 
gration I’espace exterienr a S. On a: 



On volt qne Wj — VVi_i est le potcntiel d’une simple conche 
portee par S, la densite en chaque point etant : 



2iz dn 

152. Rcmarquons que Ton a : 

av,.. , __ dv^,_, 

dn dll 

a cause des proprietes des potenticls de doubles conches. Done: 

W, + Wi_, 

ct : 

Wi — 

sontles valeurs d’un mt>mc potenticl de simple couclie prises eu 
un point exterieur a S pour WiH- Wi_i et en un point interieur 
pour Wi — Wi_i. 

Appelous Tj ce potentiel et considerons les series qui doiinent 
la solution du probleme de Diriclilet tant interieur qu’exterieur. 
Dans le cas du probleme interieur, on doit laire : 

D’ou 

W == (W. — W,) + ( W. — WJ + . . . + (\V,_ , — W.) + . , . 
c’est-ii-dire : 

W = -~T, — T, 


Ti~. 
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Dans le cas clu probleme exterieur, on doit faire : 


D oil : 

= (^(, 4 - WJ 4- (Wj + W 3 ) + . . . -f- (Wi_i 4- Wj) 4- • 

c’est-ii-dire : 

W = Tj 4~ Tj -j~ ... 4_ Ti 4~ • • • 

Dans les deux cas^ W se presente comme iin potentiel de simple 
coiiche. Pour les deux simples couches envisagees, la densite 
est la m^me, au signe pres. 

Poussons un peu plus loin Petude des fonctions T,. 

153. Proprietes des fonctions Tj. 

Considerbns la fonction Ti- Cette fonetion est le | 30 tentlel d’une 
simple couche de matiere attiraiite repandiie sur S. Designons 
par Ti la valeur de cette fonction en iin point voisin do S et inte- 
rieur a S. Designons de ni6me par T'l la valeur de cette fonction 
en un point voisin de S et exterieur a S 
En un point de S, on a : 

Ti = T'i. 

Mais on n’a pas : 

dTj ^ dT( 
dn dn 

On doit ecrire : 

dT( dTj 

dn dn dn 

en vertu des proprietes bien connues des potentiels de simple 
couche . ^ 

Enun. point situe a I’exterieur de S, la definition meme des 
lonctions T; niontre que Ton a : 

T( = Wi4-Wi_,i. 

D’oig en Mq : 

_dT[__^\T dV4i 
dn dn dn 
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ce qiii pent s’ecrire : 

dll dll dll 


piiisque : 


dV( _ dV, 

dll dll 

dv/_, dV,_, 

dll dll 
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d’apres les tlKioremes de la Lheorie des doubles couches. 
Kn nil point situe a rintcrieur de S, on a de ni^me : 

D’oii, en My : 

dTj ^ dV, dV,_ , 

dll dn dn 

On deduifc de la par addition : 

clT( c lT, ^^dV, 

dn dn dn 


154. Soil My nil point de S. Preiions nn point M^y tres voisin 
de My et exterieur a S (lig. 88) et un point 
M''y tres voisin do My et interiour a S, 

.le dis que Ton pent rornicr de proclie 
(ill proclie les Ibnctions T;. Phi eilet, siip- 
posons (pie Ti_i suit connii. La coiiipo- 
sante iiorniale a 8 do rattraction corrcs- 
pondant ail poteiitiel Ti_t cst : 




dT, 


dn 


en M' 


en M' 



Quant a sa valeur au point My lui-ni(^nic, c’est; 


1 1 

UlTL, 

1 clT,_,' 

271 ' 

\ dll 

‘ dn , 


Fig. S8. 
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c’est-a-clire 


C’est precisement^ aii facteiir ^ pres, la densite de la simple 

couche a laquelle est du le potentiel Tj. Done quand on connait 
Ti_, on pent calculer Tj. D’ailleurs on a : 

r dv„ 

T.=— ^ 

J (S) 


w„=r d)dfj'. 

J[S) 

Par consequent, etant donne, on pent trouver W„ ; on on 
dV 

deduit et, de proche en proclie, toiitcs les fonc- 

tions Tj. 

Tout ce qui precede suppose, bien entendu, que Ton ait ; 

C = 0. 

Si cette condition est remplie, il est clair que T; tend vers 
zero quand i augmente indefiniment, puisque Ton a : 


Ti=:W, — 


il Tinterieur de S et 


= + 

a Vexterieur et que les series : 


2(W, + W._,) 


sont convergentes. De nieme 
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qui est lu densite de la couche siiperficielle etudiee , tend vers 
zero puisqiie les series : 



sont convergentes. D’ailleurs, on a : 

dT,,, dV, ^ 
dll dn dll ’ 


Mais, puisque Ti_i tend vers zero en tout point de I’espace, il on 
est de m6ine de ; 


Done 


dVi 

dll 


dT 


+ 1 


dn 


cllV 


dll 


doit bleu tcndre aussi vers zero. 


155. Revenons ii Foperation qui permet de deduire le potentiel 
Tj du potentiel Ti_i. Je dis quo cette operation consiste uniqiie- 
ment dans un cliangcment de distribulion d’une masse totale 
invariable . 

Kn ciret, posons : 



(ialculons 0 par la rorniiilc : 


en prenant : 



On voit qiie 0 so dediiit de T coniine T; dc Ti_i 
Or on a : 

1 / dT' dT \ , 

47 : \ dn dn / ’ 


D’oii 


1 clT 


277 dll 
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Mais : 


Done : 


clT 


do/ = 0 . 


J[i] dll 
fy''dc,'=f u/cW. 

PIS] J(S] ‘ 


C. Q. F. D. 


]3ans le cas etudie plus haut, la masse totale de la coiiche don 
le potentiel est T, a pour valeiir : 


M 


1 FdVi_i 


u 


(S) dll 


dco'. 


Or ; 


f — V' ' dco' = f . 

J{S) dn JiT) 


0 . 


Done la masse totale ]\I est luille pour toutes les valeiirs de 1' 
dice i. 


111 - 


156. Je dis que Ton pent prendre pour le potentiel d’line 
distribution siiperlicielle quelconque, poiirvu que la masse totale 
de la coiiche aiiisi consideree soit nulle, et ealeuler ensnite la 
succession des Idnctions T. de proclie en proche par le procedoi 
iiidiqiie. On est toujours assure que tend vers zero cruand i 
augniente mdefiniment. 

Pour etablir cette proposition, il ftmt d’abord resoudre u.i 
probleme prelimiuaire. C’est ce que je vais laire, et, pour cebu 
je me servirai des resultats obteuus i, propos du problcme de 
uichlet park melhode de Neumann exposee ci-dessous. 

157. Resolution d’un probibme analogue 4 oeluide DirioMet. 
Soit une surface krmee S delimitanl un domaiue intericur T 

e un c omaiiie exteneur V. Nous ferons sur S les mAmes hypo- 
theses qu a propos de la methode de Neumann. Enlin desigimus 
par (p line lonction continue donnee sur S. 

_ Proposons-nous de construire une ibnetion U telle que Poii 

- = 0. dansx. 

dU 


dn 




sur S. 
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II est clair qiie, si U est une solution, U + C en est une autre C 
etant une constante arbitraire. ’ 

D abort!, si U est une lonction reponclant ii la question, on a : 


C ciu 


./(S) dn 


-do/= AbW = 0. 


/(T) 


D’oii : 


J(S) 


(l)dw'=:0. 


G est la une condition evidemment necessaire ^^our qiie le pro- 
bleme soit i^ossible. Nous la supposerons remplie. 

Imaginons une simple coucbe de matiere attirante repandue 
sur S, la densite en cbaque point etant ; 

JL 

47 C 

Soit r le potentiel de cette simple coiiche. Designons par T la 
Vcileur de ce potentiel en uii point interieur ii S et par T' sa 

valeur en un point exterieur. On a, on tout point de la sur- 
face S : 

T = T' 


et : 


dT 

dn 


dT^ 


dll 


d>. 


Sort maintenant Wle potentiel d’nne double coucbe porteeparS. 
Appelons W et ses valeurs respectivement en un point inte- 
iieiu a S et un point exterieur a S. On a i 


W W 


et 


dW 

dn 


dW^ 

dll 


eii tout point de S. Admettons en outre que Ton ait pu choisir 

la densite de la double coucbe de lacon que Ton ait encore 
sur S : 

W' = — Tb 


POiNGARJi. Potent. Newt. 


dri 
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Posons alors 


On a : 


U=W + T 

dU dlV 


A) 


dn dn 

sur S. Mais, dans les monies conditions, il est visible qiie : 

U' = 0. 

Or U' est line fonction liarmoniqiie a I’exterieur de S et regu- 
liere a rinfini, D’ou : 

U '=0 

il Pexterieur de S. Alors: 


Par consequent : 


D’ autre part : 


iHl 

dn 

dU 

dn 


0 . 




AU = 0 

il I’interieur de S. Finalement la fonction U resout le probleme 
propose. 

158. Il reste un point encore ii examiner. Peut-on determiner 
un potentiel de double couclie par les conditions suivantes : 


AW'=:0 
W' = T' 


il I’exterieur de S, 
sur S. 


Nous avons vu qu’il n’en etait rien. Dans nos etudes sur la me- 
thode de Neumann, nous avons reconnu qu’unc condition etait 
requise : une certaine constante C doit 6tre nulle. 

D autre part, nous avons decouvert une condition necessaire 
pour la possibilite du probleme actuel : 
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Comme : 

C=0 

est la condition necessaire et sufllsaiite, c’est qiie les deux con- 
ditions ; 

G==0, r 

J (S) ’ 

sont equivalentes. 

Done, d’apres notre h}q30tliese dii paragraplie precedent, on 
pent certainement calciiler Ys' et, par consequent, notre pro- 
bleme est bien resolii, 

159. Proposons-nous, i^oiir terminer, de resoudre le m6me pro- 
blerae dans le cas on le domaine envisage est constitue par la 
partic de I’espace exterieur ii S. 

Nous devons avoir : 

AU^ = 0. . . . ii rcxterieiir de S. 

dU^ 

‘-r — -=: — <[) . . aiir s. 


Formons une simple couche portee par S et ayant pour dciisite 
cn cliaque point Soit T son potcntiel. On a toujours : 


siir S. 


cTT 

dll 


T = T' 

dr 


dn 


(I> 


D autre part, on pent, dans tons les cas, trouver une d«ublc 
couche portee par S dont le potcntiel W, defini et harmoniqu e 
en tout point interieur ii S, tende vers — T quand on sc rap- 
proclie indefmiinent de S par I’interieur. 

Posons alors : 


U=:W+T 
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a I’interieur de S. Par suite : 


cln 


0 


Mais il est clair que : 


clU clU^ 

dn dll 


On en conclut : 


dU' 

ThT 


(I). 


D’autre part, on a : 

AU' = () a rextericiir de S, 


Le probleme est done resolu. 

lei il n’existe aucune condition de possibilite. 


160. Revenons maintenant aiix fonctions Tj eonsiderecs plus 
haut. 

Nous voulons montrer que Tj pent (^trc regarde comme le 
potentlel d’une distribution queleonque dont la masse totalc est 
nulle. 

En effet on a, en reprenant les notations du paragraplie 154: 



D’apres ce qui precede, nous pouvons choisir de faeon que : 


1 dV„ 

2r^ dn 



p' etant une lonction arbitraire assujettie seulement a la condi- 
tion : 

La fonction initiale Wg n’est pas alors un potentiel de double 
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couclie. Mais il est manifeste qiie cela ne change rien a nos 
conclusions au snjet cles Ibnctions Tj. 

C. Q.F. D. 


161. Considerons en dernier lien le cas oil Ton part d’un 
potentiel correspondant a une simple couche dont la masse 
totale M n’est pas nulle. 

On pent encore former la suite des Ibnctions T;. 

Cela pose, snpposons la masse M repandue siir S a la facon 
d’nne masse egale d’electricite en equilibre. Soit P le potentiel 
dans ce dernier cas. On a : 

AP = 0. ... a Fextericur de S. 

P = C''’ , . . a I’interieiir de S ct sur S. 

La densite en chaqno point est : 


1 clP' 


D’oii : 


4:7: dn 

dP' 


1 


dn 


4 : 7 : 


doj'. 


(«) 


II est clair que I’operation qni fait passer de Ti_i a Tj laisse P 
invariable, puisqiie : 


1 f dP' 


dP 


1 dF 


477 dn ’ 


47: V dn dn 

a cause de la Constance de P a I’interieur de S. 
II est manifeste d’apres cela que les ibnctions : 

F — P 


se deduisent les unes des autres d’apres la meme loi que les 
Ibnctions Tj. 

Chaque Ibnction ; 

T; — P 

est le potentiel d une simple couche dont evideminent la masse 
totale est nulle. 
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Oa coaclut de la que : 

Ti — P 

tead vers zero quaad i augaiente iadefiaiaient. En d’autres 
teraies, si la masse totale qiii sert a Ibraier le poteatiel n’cst pas 
aulle, Ti ae tead plus vers zero, aiais vers P, c’est-ii-dire vers 
le poteatiel de la couclie electrique ea equilibrc sur la sur- 
face S. 

Daas les ai6aies coaditions, la deasite ea chaque poiat de la 
aiatiere attiraate doat le poteatiel est Tj tend vers la dcnsit(3 
de la couche electrique de masse M qui serait ea equilibrc sur la 
surface donnee S. 

G’est la le principe de la meihode de M. Bohin pour dctcrmi- 
nei line simple couche sans action sur les points iatcricurs a la 
surface fermee qui la porte. On dit qnelquefois que cette methodc 
permet de trouver la dislvibulion naiurelle de relectricite sur S. 


GHAPITRE IX 


EXTENSION DE LA METHODE DE NEUMANN 
AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES. 
LES FONCTIONS FONDAMENTALES 


162. ilnonce. — Le chapitre VIII contieiit iin expose de la 
metliode imaginee par Neumann pour resoudre le probleme de 
Diriclilet taut int^rieur qu’exterieur. Nous savons Pimportance de 
cette methode, non pas peut-6tre pour etablir le principe de 
Dirichlet — puiscpie la methode du balayage sullit a cet egard, — 
mais pour manifester I’identite des Conctions harmonicpics et des 
potenticlsnewtoniens. II est done interessant de chercher a don- 
ner a la methode de Neumann toute la generalite possible. G’est 
ce c|ue nous allons faire. 

La preuve de la convergence des series considerees par Neu- 
mann n’a ete hiite jusqu’ici que dans Phypothese oil la surlace 
donnee S est convexe. Nous allons montrer que cette hypothese 
n’est pas indispensable. 

Le developpement complet des considerations qui vont suivre 
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le 
chercher dans un memoire insere aux/lcAi Mathemalica en 1896. 
Nous nous contenterons ici d’un apercu qui fasse entrevoir dans 
quel sens il faut chercher une extension de la methode de Neu- 
mann lorsqu’on a affaire a une surlace S qui n’est pas convexe. 

163. Hypotheses. — Nous considerons toujours une surface 
fermee S delimitant im domaine interieur T et un domainc exte- 
rieur 

Cela pose, voici quelles hypotheses nous ferons desormais sur 
la surface S. 


SaS 
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D aborcl nous supposerons que cette surface possecle eii chacun 
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure 
principaux determines. II est facile de voir avec precision ce que 
nous admettons ainsi. Placons I’origine des coordonnees en un 
point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme 
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XO Y ; pla- 
cons-nous d’ailleurs en coordonnees rectangulaires. Soit alors : 

// = s(x', yO 


Tequation d’une petite portion de la surface autour do rorigine. 
Notre hypothese est que les fonctions : 

d'/J 

Pi dx'' ’ l)y' 

et : 

__ __ tlV (Vz' 

5x'^’ = 

sont finies et continues dans le voisinagc de I’origine. Cclle-ci 
du reste doit 6tre un point quelconquc de la surface. 

Nous supposerons en outre que le domaine T limite par la sur- 
face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface 
lermee contenue dans T pent, par une deformation continue qui 
lie lui blit jamais rencontrer la frontiere du domaine envisage, sc 
reduire a un point de ce domaine. 

Enfin nous no consijererons, comme fonction $ ilonnec siic S, 
que des I'onctions posseclant des derivccs partielles de tons Ics 
ordres fmies et continues. 

Cela etant, nous aurons a nous appuyer sue le principe de 
Dmchlet. Nous sommes done obliges de le regarder comme 
etabh deja independamment de la melbode do Neumann, par 
example par la methode du balayage, Dans ees conditions, notre 
but est seulement d’etudier la convergenee des scries de Neu- 


64, Rappel de certaines notations. — Soit W le potentiel 
newtonien dune double couche portee par S. Si le point courant 
X, y, X tend vers un point fixe .x', /, z' de S en restaut toujours a 
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1 exterieur de S, W a une liniite que nous appeloiis De 
m(^me si x, y, z tend vers x', y', z' en restant toujours a I’inte- 
rieur de S, W a une limite V. Enfiii la valour de W cpiand x, y. z 
coincide avec x', y', z' cst bien determinee ; c’est : 



V+T 
■ 2 


On sait que V n’est pas egal li V'. 

Cela pose, la methode de Neumann consiste a construire une 
double couclic satislaisairt en tout point de S a la relation : 

V — V = X(V + V0+2ci>, 

etant uii parametre arbitrairc et une Ibnction donnee des 
deux coordonnees qui fixent la position d’un point sur S, 

Posons : 

w^y-A'w, 

V=^-.V. 

jLU 

Cbaque lonctioii AV; est le potentiel d une double couche portee 
par S et Ton a : 

On pent done construire les fonctions AAA cle proche en proclic. 
II reste alors a etudicr la convergence des series precedentes. 

II n’est pas necessaire d’etablir cette convergence pour toutes 
les valeurs de A. On sait en ellet que la resolution des problemcs 
de Diriclilet interieur et exterieur necessite seulemcnt la consi- 
deration des deux valeurs : 

A==-f-l 
et : 

binalement, nous pouvons nous bonier a examiner le cas oil A 
reste compris e litre — X, et \ etant im iiombrc positif 

quelconque superieur a runite. 
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Si la surface S est convexe, le probleme a ete resolu. Nous 
allons raontrer qu’il pent I’etre encore avec les hypotheses que 
nous avons faites. Cela peut sembler paradoxal, car les inegali- 
tes qui ont joue un role essentiel au chapitre VIII ne sont plus 
vraies quancl la surface S n’est plus convexe. Neanmoins la me- 
thode de Neumann reussit encore, et de plus il est probable 
qu’elle s’applique meme dans le cas le plus general. 

165. Les integrales — Considerons I’integrale : 



Viiw, 

w. 

OW, 

OWk , 

OWi OAVk 

’’ J[1 

A Ox 

Ox ^ 


-’y ' 

Oz Oz 


eteiidiie a tons les elements de volume dx du domaine T interieur 
il S. 

Considerons de m6rae I’inteffrale : 

O 

„ __n 5W, , OWi OW, , cTW, ow, \ , 

M\ Ox 5x Dy Dy + i);! -^jdx 


etendue ii tons les elements de volume dx du domaine T' exte- 
rieur ii S. 

En vertu des hypotheses hiites, chacune de ces integrales a im 
sens bien defini. 

Appliquons la lormule de Green pour le domaine T en ce qui 
concerne .Ti_k et pour le domaine T' en ce qui concerne 
On a : 



c/(S) 


dV, 

dn 


t/(S) 


en remarquant que : 

dn dn ’ 

puisque Wk est un potentiel de double couche. 

Dans les formules precedentes, dw designe un element de S 
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et line derivee prise suivant la normale ii S dirigee vers 
I’exterieur. De plus, il faut remarquer qne Ton doit ecrire : 
AWi=0, AW,.= 0, 


taut il I’interieiir qu’ii I’exterieur de S, puisque Wi et AVt sont 
deux potentiels newtoniens. Pour la infinie raison, ces deux fonc- 
tioiis sont regulieres ii I’infini. 

On pent encore ecrire : 


et ; 



J 



dtii 


dcu. 


.1 

J 


i,k 

/ 


Jk, 


G’etait d’ailleurs evident par definition nnime de Ji ,, et de Jfk- 


166. Considerons maintenant Fegalite : 


Vi — V( = Vi 


H-VL 


1 


Multiplions-en les deux membres par : 


dV, 

dn 


dw 


et integrons en prenant la surface S pour champ d’integratioii. 
On obtient la relation : 

( ■^) Ji,k+ Ji,k == Ji - 1. k Ji-1, k- 

On deduit de la, par permutation des indices : 

(^) Ji,k + li,k= Jk.i - 1 — 

Mais, si Ton applique la relation (i) au cas oti les indices out les 
valeurs : 

k— f~ 1 et 1 — 1, 
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on trouve : 

(’^) + 1, i — 1 1 + 1, i — 1 Jk,i— 1 Jk,i — i* 

Rn comparant les formules (2) et (3), on voit que : 

Ji,k + Ji,k = Jk + 1,1-1 + Jk + i, i- 1 


on bien : 


b.k + J(,k — Ji - 1, k + 1 + Ji - 1, k + 1 


fni permutant les indices comme on a le droit de le faire. 
D’autre part : 



T ]V 

"i,k 'M,k 

: '^i + i, k 

. + + 1, k • 

D’oii : 




JiH- 

T/ 

1, k — 1 *^1 + J, k 

- 1 = + 

0, k — 1 Ji + 2 k ~ 

Mais : 





'^i + 1, k H~ Ji + j, 

k Ji + 2, 

k — 1 "4" '^i + 2, k + !• 

Done : 





'^i + 1, fc - 1 ~ 

R 

'’i + 1,, k — 1 

= -Ti,k-J(,k. 

Finalement, 

on pent ecrire 

les deux 

relations : 


•^i.k + Ji,k = 

Ji - 1, k + 1 

+ '^i - 1, k + 1 . 


Ji,k-Jlk = 

Ji — 1, k + 1 

y 

■’i — 1, k + 1 • 


Cos relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i 
et k. 

On deduit de ce qui precede, par addition et sonstraction : 


D’ou : 


'^i,k — 1, k + 1 

T' T/ 

•'i.k 'O — 1, k + !• 


'i,k 


Ji — 1, k + 1 Ji — J, k + 2 • • • — -loik + i 

]' y 7/ 

•’i - 1, k + 1 Jj — 2^ k + 2 ~ • Jo.k + 1- 


On voit par la que les integrales : 

T V 

''i,k5 Ji.k 

ne dependent en reallte que de la somme i-j-k de leurs indices. 
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Nous pouvons done representer ces integrales par la notation : 

T 

i + ki ■’ i + k> 

en ne faisant usage que d’un seiil indioe. 

Posons : 

i -[- k == in. 

La relation fondamentale (1) devient alors : 

167. Supposons m pair et posons : 

ni = 2 p . 

On peut alors ecrire : 



la premiere integrale etant etendue a tons les elements de 
volume dr du domaine T interieiir a S et la seconde a tons les ele- 
ments de volume dv du domaine exterieur a S. 

On a done : 

.1,, ^ 0, J'p ^ 0. 

Quant aux quantites : 

T T' 

2i) T I J 2p + 1 } 


on ne sait rien a priori snr leur signe. 

.Te me bornerai a signaler les inegalites suivantes : 




que Ton pent laeilement etablir. 
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168. II est lacile de prevoir le role important que les quantiles ; 

.1 J' 

*' 111 1 •* m j 

sent appelees a jouer dans I’etude de la convergence des series 
de Neumann. 

Soil la serie : 

VoH-XV, -f ... + ... 

Supposons-la convergente el meme uniformement convergente. 
Multiplions-en alors les divers termes par ; 


clV. 

dll 


do) 


et integrons. On obtient la serie : 

.ijj -)- }j,j + ^ 2 -)— , . . -f- A'Jj; +i -f- ... 

Cette serie doit 6tre aussi convergente. Done le rayon de conver- 
gence de la serie : 

est le m^me que celui de la serie : 

ou dll moins il ne peut le depasser. Nous verrons que ccs deux 
rayons de convergence soirt egaux. 

De interne, les deux series : 


et : 




out le meme cercle de convergence. Alors ce cercle de conver 
gence est aussi celui de la serie : 

tant il I’interieur qu’ii I’exterieur de S. 
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Ce sont ces apercus qui out ameiie a poser a priori et a etudier 
les integrales J„, et J'n,. 

169. Soit W le potentiel d’une double couche quelconqiie por- 
tee par S. Posons : 

t/(sj clii 

et : 

j'= 

en remarqiiant que Ton a : 

V:^V' 
dV __ dV^ 
dll dn 

en tout point de S. 

On pent ecrire : 



Gesnouvelles expressions de J et de P se deduisent des premieres 
par application de la forniule de Green. 

I] est clair que Ton a : 

J ^ 0, y ^ 0. 

Si Ton prend : 

W-=Wp 

on a : 

T — T 
et : 

170. Poson s maintenant ; 

W = aW,.+ |3Wp,„ 

a et (3 etant deux parametres reels laisses indetermines pour le 
moment et d’ailleurs independants Pun de Pautre. 


f. 


clV 

dn 


Loi 
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Voyons ce que clevieiiiient J et J' dans notre nouvelle hypotliese. 
On a d’abord : 




•^is) 


'’V.' , 1 . , , ..a r Ar <IV, * , , civ. 


cln 


dw -j- aS / ( Y 


ds) 

dn 


dn 


V 

' B + i 


dn 


dV 


dcii 


+ r 

••As) 

c’est-ii-dire : 

J = a-Jjp -)-2aj3 Jop ^ J -f- 
si Ton remarque que : 

( Cl\ ^ 

cl(i) = 

ds' 




'(S) 

De m6me : 

.]/ = ^2 / V' 


1 T 

P-'' dn — + 


-a^ f V, 

Ys) 


JYou : 


doj — al3 / (V, 


r v;,. 

•^(S) 


r/ dV. 


dn 


Av- d.. 


p+l L \T/ 

r" ' P + 1 


dn 


dw 


dn 


y==aM;+2a^j'pp,+^^j:,... 

Finalement, on pent ecrire : 

J = a"J,p + 2a[3 .Lp + i 4- (3- Jop,^. ^ 0 

= a-Jjp-j- 2a|3 Jjp^i -f- iBAI^p+o ^ 0. 


II resulte de la que J et .F sont des formes quadratiques definies 
positives des variables a et [3. On a done, en considerant leurs 
discriminants : 

J-ipPi •I2P + I < 0. 

Jft.i-.IipJ^p,d<0. 

Ces inegalites sulRsent pour montrer que les series : 
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sont convergentes pourvu que Ton ait : 

p.|<i. 

Mais on ne pent encore rien dire dii cas oii \ est efral a ± 1 

O • 

J ^ r 

171. Le rapport — . ~ Etudions le rajDport — pour les difFe- 

rentes lonction W qui sont des potcntiels de double couclie. 
Supposons quo Ton ait : 

J = 0. 

Alors c’est que W se rednit a line constante dans T. Dans ce cas, 
W est le potentiel dune double couclie bomogene. Par suite, 
W se reduit a zero dans T'. Done : 

y=o. 

Ainsi Fegalite : 

J = 0 

entraine Fegalite : 

J^ = 0. 

On verrait de nicbiie que Fegalite : 

E = 0 

entraine Fegalite : 

J=0. 

Ainsi, dans le rapport : 

J 

“F' 

le numerateur et le denominateiir ne peuvent pas s’annuler Fun 
sans 1 autre. On vonclut de Id que ce rapport ne pent devenir ni 
nul 111 infini. II a done une limite superieure liiiie et une liniite 
inferieure differ ente de zero. 

Ce qui precede n est qu un aperen denne de toute rigiieur, car le 
rapport en question, par exemple, pourrait, sans s’annuler, 6tre 
susceptible de prendre des valeiirs plus petites que toute quantite 
donnee, auqiiel cas sa liiiiite inlerieure serait zero. 

POINCARE. Potent. Newt. 
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, J 

On pent, d’line facon pleinemeiiL rigoureuse, assignev a — une 

liniite superieiive finw Gt xniG limite infeneiivG dilferexitG cIg .zero. 
Nous nous contenteroiis cl’enoncer ce point, clont on trouvera la 
preuvo coinpletG dans le inemoiro deja cite des Actet McitJiGinci- 
tica. 

C’est dans la demonstration de la proposition pr6cedente 
qu’intervient celle de nos hypotheses en vertu de laquelle le 
doinaine T est simplement connexe. C’est egalement pour faire 
cette demonstration que Ton doit supposer le principe de Diri- 
chlet etabli independamment de la methode de Neumann. 

Quoi qu’il en soit, nous admettons desormais que Ton pent 
trouver un nombre p. satisfaisant aux inegalites : 

0<p<l 

et tel que : 


quelle que soit la fonction W choisie. 

On a alors : 

J'— |i.J>0. 

Ces inegalites vont jouer un role essentiel dans nos raisonne- 
ments. 

172. Posons : 

a et [3 etant comme ci-dessus deux parametres arbitraires. 

On a : 

+ 2 a [3 ( 1 ,^+ 1 — p..l j) 

+ (J2P+2 — H'Jap+a)- 

Onvoit que J — pP est une forme quadrique definie positive par 
rapport aux deux variables a et [3. D’oii : 

(J^p+i P-Jap+i)” (Pp P^ip) (J^p+a [^Jap+a)? 
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inegalite qiii est a rapprocher des inegalites semblables deja 
obtenues. 

Posons d’autre part : 

D’oli : 

P — pJ==a'(J'j,_-p.,y 
2a|j I'-'-Pp+i) 

+ (J%+2 — H-Jap+a)- 

On dediiit de la I’inegalite : 

(•^ap+i l^-Jap+i)" < (J4' — P'^2p) (Jap 1-2 — I-^Jap+a) 

analogue a la precedente. 

Maintenant, on a : 

““ ('hp — pjy + 2a(3 -j- [3^ > 0 

(’^ 2 p [/.Jap) 2a[3 _|_ |32 — [-^Jap-pa) > 0. 

D’oii Ton deduit par addition : 

(Jap + Jap) (1 — P-) j 

■f (^"^(Jap-paH-Jap+a) (J — p) | ^ 0. 

Nous sommes encore amenes a la consideration d’une forme 
quadratique defmie positive dependant des deux variables a et fl 
Son discriminant est certainement negatif. D’oii : 

(Jap+i — Jap+i)- <(■ ) (J^p H- Jy (J.,p + 2 + Ji,-pa) • 

Mais on a : 

Jap-i-i Jap-pi = J2P+2 + jy a> 0. 

Done on peut ecrire : 

Jap-PaH- Jya< ) (^ + Jap) 
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en clivisant les deux membres cle I’inegalite par la quantile posi- 


Posons enfiii : 


On a : 


J2P+2 “4“ '^2ii+ 2 

^ T 

l + [^- ~ 
0<L<1. 


Finalement, nous arrivons a I’inegalite fondamentale suivante : 
J2P+ 2 H- J21H-2 < (Js,, + .Tip). 

C’est de la que nous aliens tirer la preuve de la convergence des 
series de Neumann. 

173. Convergence des series de Neumann. — Nous venous d’eta- 
blir r inegalite suivante : 

(■^2p+2 H” J2P+2) < (Jop + Jip) . 

On peut done ecrire : 

J2 + J2<4L^ (>ToH~J 0 
L" (Ja ~4~ Ja) 

Jg + L“ (.1^ + J() 


Jap + Jip < b' (J2P-2 + Jip-a) • 

Multiplions ces inegalites membre a membre. 11 vient : 

Jap + Jip < (Jfl + Jo) L->’. 

Posons ; 

Jfl + Ji = A. 

Nous avons en definitive : 

JapH- Jip<AL^‘'. 

On conclut de la que Ton a a fortiori : 

Jap<AL2p, Jip<AL,p, 


puisque : 


Jop>0, JL>0. 
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Done les series : 



sont convergentes coinme la progression geometrique decrois- 
sante de raison L. 

Nous allons deduire de lii que les series : 



)‘Ui 

sont convergentes m6me pour X = -[-i et pour A— 1. 

174. Reprenons la fonction W definie plus haiit comme le 
potentiel d une double couclie quelconqiie. 

Ecrivons : 



1 integrale etant etendue a tout I’espace. Cette integrale a iin 
sens : elle represente I’energie totale due a rattraction de la 
double couclie. 

Considerons maintenant I’int^s-rale : 

o 
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On a : 

J + 0. 

0 

Ktudions alors le rapport : 

K 

J + J^ ' 

II a certainement une limite iiiferieure, puisqull ne pent prendre 
que des valeiirs positives. Mais a-t-il aiissi une limite superieure? 
II est facile de voir que non. En elFet, J+E pent s’annuler. 
Cela a lieu lorsque W est le potentiel d’une double couche 
homogene. Mais, dans ce cas, le numerateur K reste different de 
zero. Done le- rapport en question pent devenir infmi. 

Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulte. 

175. Considerons I’integrale : 

C etant une constante. 

Choisissons cette constante C de facon que I’integrale M soit 
minimum. On a ; 

M=:ruMco--2crudoi+cr dw. 

•flS) J(S) J(S) 

Pour que M soit minimum, il faut et il suffit que C verifie la 
relation suivante : 

rudw = c fdco. 

J(S) J(S) 

Posons : 

S=f dw, 

J(S) ’ 

S etant Faire de la surface donnee. On a: 



Envisageons alors le rapport : 

M 

7+7 
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et cherchons a lui assigner une limite superieure. Nous aliens 
voir que e’est possible. 

M 

Pour que j ^ devienne infmi, il faut que J+J' s’anmile. Si 

cela a lieu, on a : 

^=0 -^=0 ^ = 0 

Ox ’ Oy ’ Oz 
en tout point de Pespace. D’oii : 

W = C^ 

Mais alors W est le potentiel d’une double couclic homogene. 
Dans ces conditions, on a : 


X 


D’oii : 

et par suite 


Ainsi I’egalite : 


entraine Fegalite : 


Udco = U r do)=:US. 

[S) J(S) 


U==C 
M=0. 
.TH-J' = 0 
M = 0. 


On conclut de la que le rapport : 

M 

J+J^ 


est limite superieurement. 

Ce qui jirecede n’est qu’un apercu. Mais on pent trouver une 
demonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au 
memoire deja cite des Acta Mathematica. 

Quoi qu’il en soit, admettons que Ton puisse trouver un 
nombre B tel que Ton ait : 


M 

J + P 


<B, 


quelle que soit la fonction W clioisie. 
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176. Prenons la fonction Wp. A cette fonction est attachee une 
cei'taine constante Gp calculee an moyen de Pequation : 

Posons : 

On a, en vcrtu des conclusions dii paragraphe precedent : 


Or : 

D’oii : 

et I’on a en outre : 


Mp < B (.lop + .BjJ. 
Jap -|- Jjj, < AL^’’. 

Mp<ABL-^i> 


0<L<1 

comrae on Fa vu au paragraplie 172. 

On conclut iininediatement de la que les deux series i 

ATfl Mp -|— . . . -)- Ml -j— ... 
et : 

^My -j- /Mp -f- . . . -|- v/ Mj -f- . . . 

sont convergentes a la laoon d’une progression geometrique. 


177. Soit do- 1 angle solide sous lequel Felement dto' ayant pour 
centre de gravite le point M' (x', z') de S est vu du point 

M (x,y,z). On a : 


en designant par r la distance MM' et par <i; Tangle de la normale 

a S en M avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons 
pose : 


d0'=: 


d(j 

1 ^' 
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Cela pose, on a : 

w,=xu;-'i9'. 

Consiclerons I’integrale : 


I.. 


-.=Xc,_.dr 


C’est le poteiitiel cFime double couclie homogene et il est mani- 
feste cpie Ton a : 

= cpiand M est interieur a S 

Ip_i=Gp_i quand M est sur S 

Ip._i— 0 quand M est exterieur ii S. 

Prcnons alors Ic cas ou le point M reste a rexterieur de S. On 
pout ecrire : 


w„ 


(u;,_,-Cp_o 


r dco' 


dn 2tz 


Jc veux montrer qne la seric : 

Iiw„, 

est convergcnte. 

En elFet, partons de I’identite suivante ; 

qui est bien connue sous le nom A'identite de Lagrange. On en 
deduit : 

jmmU Jmmd \^mmU j 

On passe aisement de cette inegalite ii la suivante : 

oil f et designent deux fonctions integrables quelconques. Cette 
derniere inegalite est due ii M. Schwarz. 

On a d’apres cela : 
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Envisageons Pintegrale : 

11=1 

On pent ecrire : 

dO' 

1 cos 

dco^ 

27 z r^ 

D’oii : 

/ d8' ■ 

V 1 

\ dc,y . 

) < • 

D’oii ; 


^ diu' 

(S) 471^1’ V 

Or, ici r ne pent pas s’annuler. Done 

limite siiperieure G a H. Par 

suite : 


pent assigner une 


et enfin : 

w,!<gabtjp-2 


On clediiit cle la sans peine : 

|W„1<\/ABG 


Posons : 


On pent ecrire ; 


ABG 

E-=g' 


|W,.|<gL 

Considei’oiis alors la serie : 


On a : 




l).'W|<g(AL)'. 
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Done la serie envisagee est convergente comme une progres- 
sion geometrique pour les valeurs cle A satisfaisant a I’inegalite : 


En particulier, on pent prendre \ egal a +1. Comme tout 
cc qui precede est valable pour les points M exterieurs a S, on 
voit qiie le probleme exterieur de Dirichlet est resolu. 

178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point 
M (x,y , z) est situe a I’interieur de S. II faut alors modifier un peu 
les raisonnenients precedents. 

On a, cette fois : 

w„ - 2C„_, - C„_,) d9'. 

On pent montrer d’apres cela que la serie : 

^(W, - 2C._,) 

est convergente. C’est alors le probleme interieur de Diriclilet 
qui est resolu. Les raisonnenients sont d’ailleurs tout semblables 
a ceux du paragraplie precedent. 

179. Pour que les conclusions enoncees a la fin de chacun des 
paragraphes 177 et 178 puissent 6tre considerees comme rigou- 
reusement etablies, il reste encore a prouver la convergence des 
series de Neumann pour le cas oii le point M (x, y, z) est situe 
sur la surface S elle-meme. 

Oh ne pent plus faire les raisonnenients qui out reussi pour 
les cas des points exterieurs ou interieurs. En effet, si nous envi- 
sageons maintenant Pintegrale ; 



le coefficient dilFerentiel ne reste plus fini dans le champ d inte- 
gration. Par suite le nonibre G n’existe plus. Cependant on 
peut encore etre assure de la convergence de la serie de Neu- 
mann. II faut seulenient construii'e une nouvelle demonstration. 

Je n^exposerai pas ici cette demonstration. Elle est contenue 
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clans le menioire cles mathematica clont j’ai deja parle. En 
voici seulement les conclusions. 

En un point exterieur a S, on a, en designant par g line 
certaine constante : 

|W„l<gLE 

En im point interieiir on a de meme : 

[W,— C,_,j<gLp 

1 our un point situe sur S, ces inegalites ne sont plus vraies. 
Mais, si Ton remarc|ue Cjue Wp se reduit alors a Up et si Ton 
appelle h une nouvelle constante independante de p, on peut 
ecrire : 

{Up Cp_i|<(g -(- hp) U’. 

Les conclusions relatives a la convergence de la serie de Neu- 
mannn ne sont pas modifiees. 

180. Gonclusion. — Les considerations precedentes ne consti- 
tuent evidemment cpie cles aper^us. Mais une demonstration 
rigoureuse et complete est possible. On peut se rendre compte 
deja de la direction dans lacpielle il a fallu la chercher et dans 
laquelle il faudrait marcher pour generaliser davantage encore 
les circonstances oil la methode de Neumann s’applii|ue. Bornons- 
nous a conclure cjue cette methode donne encore la solution du 
problenie de Dirichlet c[uaud la surface S n’est plus convcxc , 
pourvu cju elle soit toujours ximpleiiieiiL connexc . Il est probable 
iniime cju on pourrait arriver a se debarrasser de toute restriction 
relative a 1 ordre de connexion du doinaine envisas'e. 

181. Definition des fonctions fondamentales. — Dans les cha- 
pitres precedents, j’ai cherche a donner partout a mes raisonne- 
ments un caractere de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter- 
miner par c|uelc|ues indications on mon but sera moins d’obtenir 
des conclusions definitives c[ue de faire entrevoir comment 
certains problemes doivent 6tre poses. 

Soit S une surface fermee portant une simple couche de 
raatiere attirante. Appelons T le potentiel du a Taction de cette 
simple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons 
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la vuleiir T de ce potentiel en uii point interieur a S' et sa 
valeur T' eii un point exterieur a S. Sur S, on a ; 

et : 

dT ^ dT^ 

dll ‘ dll 


comme nous Tappreiid la theorie des siiiTaces attiraiites. 
Formons les integrales ; 



eteiidues respectivemeiit aiix espaces interieur et exterieur ii S. 
Le tlieoreme de Green moiitre que Ton a : 



et ; 



dr 

dll 


doj. 


D’ailleurs on pent ecrire : 



dto 



ill 

dll 


dto. 


Les deux quantites J et V sont essentiellenient positives. Elies 
out done cliacune un niininiuni. 

Assujettissons les fonctions T a la condition suivante : 


r=i. 

Considerons, parmi toutes les fonctions T qui verifieiit cette 
relation, celle qui fait prendre ii J sa valeur niinimum. Elle- ii’est 
certainement pas identiquement iiulle. 
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Pour determiner la fonction T on question, employons les 
procecles du calcul des variations. Donnons a T un accroisse- 
ment ST. On doit avoir : 

3J = 0, 


puisque J est minimum. Or : 



Done la condition : 

SJ = 0 


se reduit a la suivante : 


/ 

./(S) 


dT 

3Tdw =0. 


dll 


D’autre part, on pent ecrire : 

3P = 0, 

puisque J' a la inline valeur pour toutes les idnetions eonsiderees. 
Par consequent : 

r dT' 

/ -V- 3Tdw = 0. 

J[S] 


Les deux relations : 


5J = 0, SJ' = 0 

ne sont pas independantes Pune de I’autre. Done il existe une 
certaine constante hj telle que Ton ait : 


/(■ 

^(S)\ 


/£L_1_1 ill 

dn dn 


3Tdco = 0 


quel que soit le choix fait pour la fonction 5 T. On en conclut 
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quo la fonction T consideree — que nous clesignerons dorena- 
vant par Tj — verifie la relation : 


dT^ 

dn 




dT; 

dn 


0 


en tout point de S. 

D’ailleurs .1 atteint evidemment son minimum pour la fonction 
potentielle qui correspond ii la distribution d’equilibre d’une 
couclie electrique repandue sur la surAme S regardee comme 
conductrice. Dans ce cas, on a : 


D’oii : 


dl\ 

dn 


0. 


lq = 0. 


Telle est la premiere fonction fondamentale. 

Considerons maintenant les fonctlons T v^rifiaiit les relations 
suivantes : 



II existe une fonction de cet ensemble c|ui rend J minimum. 
Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction 
satisfait en tout point de S a I’equation : 



dT,: dT^ 

dn dn 


Je dis que Ton a : 


k = 0. 


En effet, multlplions les deux membres cle la precedente ega- 
lite par : 

Tjda) 

et integrons. On trouve : 

f T clo) 4- b, f T^-^^b.dw=k / 

7(S) ' dn ^ Us) ' dn M * dn 
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Mais on a 

puisqiie : 
et que : 


C clco = / T,4^ clco = 0, 

J(S) dn J(S) ^ cln 


AT, = 0, AT, = 0 


T, = 

a rinterieur de S. D’antre part : 

r T,-^dco = /’T~p!-dM = 0, 

'-''(S) dn i/(S) dn 

cn vertii des hypotheses faitcs. Enfiii : 

T ill 

^(S) ‘ dn 

Done ; 

k=0. 


rT,iii-d(0 = _J' 

‘ dn 


On voit par la que la seconde lonction i'ondamentale Ta verifie 
la relation : 


dT, 

dn 


+ h. 


il? 

dn 


D’ailleurs on a 



D’oii : 

Iq = J, 

ce qiii montre que h^ est positif. 

On pent proceder ainsi de proche en proche. On definit 
dc la sorte une suite illimitee de constantes positives croissantes : 

Iql^lq...!!;.., 

auxquelles correspondent des fonctions : 
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jouissant, des proprietes suivautcs : 

AT; = 0 a rinterieur de S 

AI. i=() a I’exterieur de S 

Ti ~ sur S 


3 5 3 


. h, 


0 sur S. 


dn ' ‘ du 

De plus Tj estnnc fonction reguliere a l’infini. Enfin 


on a : 


1 


/E, 

'(S) dll 

/ '■p ^ Ic 

(S) ‘ du 


^ ' ~7j n ' =d. si i::^k 

== 0 . . . s i i k . 


Ees (oiicLioiis T; aiusi dclinies portenl; Ic noni de Fonclicns 
JondauienUilea. 


182. On pent Conner lacileiiient les (onctlons CondainenlaleH 
dans le eas de la sjihere. 

Appclons alors X„ une fonction splieriquc. Posoiis : 


On a alors : 


On a 1)1 en : 


ST — j— F . 


T„=.Xn; 


T' 



rll + 1 




— -j » n 

dn n — f- 1 dn 

pour p= l, en supposant (pie le rayon de la sphere envisao-ec 
soit egal a I’linite. 

POINCAIIH. Polont. Newt. 
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183. On pent encore former les fonctions fondamentales clans 
le cas d’un ellipsoide represente par I’equation: 


0 . 


Passons en efiet en coordonnees ellipticpies . Considerons les 
c|uadricpies definies par Pecjuation : 






1 = 0 . 


Ge sont les c|uadric[iies hornofocales a rellipsoi'de donne. Par 
chacpie point de Pespace, il passe trois de ces (padricpies. Les 
valenrs correspondantes dn parainetreL seront designees par p,p,v. 
..On a par exemple : 

Pour). = 'p. . . un ellipsoide. 

Pour A = p. . . un hyperbolokle a une nappe. 

Poiir)v=v. . . unhyperboloide a deux nappes. 

Les nonibres p, p, v constituent ce cpi’on appelle les coordonnees 
ellipticpies cPun point. 

On connait la definition dcs fonctions de Lame. Fdlcs sont de 
la forme : 

RMN 

et Lon a : 

R=f(?) 

N = f (v). 

Le produit RMN definit une fonction harmonique a I’iuterieur 
de la surface S donnee. Nous posoiis : 

T = RMN. 

Maintenanp on pent construire une fonction IP telle cpie le pro- 
duit : 


R'MN 
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-soil harmonique 

a Fexterieur de S et que pour p = 0 on ait : 


if 

On pose alors : 

T' = RmF 

A une longueur infiniment petite prise sur la normale a lellip- 
soi'de donne correspond un accroissement dp de p. On a d’ail- 

leurs : 

dp = 0, dv — 0. 

D’oii : 

f = ® mn4l 

dn dp dn 

■ et : 

__ MN . 

dn dp dn 

D’oii : 

dR 


dT dp dr 

dn dip dn 


dp 

Posons : 

dR - 


h . 

dR 


dp 


On en clecluit : 

dT , , clT' 

-:j— 

dn ' dn 


D’ailleiirs, h est la valenr de : 

dR 

_ Al. 
div 

dp 

^our p = 0 : c'est done bien une constante. 
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184. Revenons au cas general et appelons uiie lonction qucl- 

conque clefinie sur S. <!)■ 

De uombreuses analogies portent a peiiser (lue la lonLliou 

est toujours cleveloppable en serle proecclant smvant les lone- 
tions fonclanientales. 

On aurait alors : 


( 1 ) 




=yA,T,, 


les Ai etant cles constantes. 

Si Ton aclmet la possibilite dn developpenien , e ea c 

coenicients Ai est facile. r+wnn-iv- 

Mnltiplions en cffet les deux membres de 1 egalite (1) p^ 


dT( 


dto 


et integrons. On a : 




dto = 0 


dTl 

dn 


dco 


1 . 


D’oii : 




dw. 


On sail done former la sene (i). _ ■ . c 

Soit W la somme de la serie (1) en des points non sitiies sur . . 
On voit que W est une fonction barmonique taut a I’lnteneur 
anal I’exterieur de S, car W est le potentiel d’une simple mmcbe. 
De plus, W se reduit ii cb sur S. Done W est la lonction qiii 
resoutle probleme de Dirichlet tant interieur qu’exterieur. 

185 Application ala methode de Neumann. Revenons a la 
determination d’une double coiichc dont le potentiel W veribe la 
relation : 

V — V' = A(V + V') 

en tout point de S. 



EXTENSION DE LA METllODE DE NEUMANN 


357 

On pent ecrire, en supprimant les indices pour abreger I’ecri- 
ture : 



<I>=^aT 


. w=;£f 


w'=yp'r. 

On a : 

<1T , , clT' 
dn dn 

D’antre part : 


puiscpie : 

dVV __ dW' 
dn dn 

O’oii : 

(2) 

0 

II 

+ 


Mais la relation (i) donne : 

Comparons (1) ot (2) : 

ri(l_|_h) = Afi(i — h)-h2a 

Cette ecpiation permet do calculer fi, piiisqu’on coimait a. On a 
ensuite par la relation (2). On trouve : 

a 

rj! 

— — h) ■ 

D’apres cela, W et W' se presentent comme des fonctions mero- 
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morplies d.6 A. Lc nioclulc. du pol6 dont l6 niodlilc est le plus- 
petit est : 

1 — |— li, 

1 — hi ■ 

II est plus grand que 1. Done le cercle de convergence des series- 
de Neumann est plus grand que I. II n’y a d’exception a cela. 
que si Tune des quantites h est nulle. On a : 

h, = 0. 

Done les conclusions precedentes supposent une condition : 

aj = 0. 

Cette condition est d’ailleurs equivalente a la condition : 

C.= 0 

que nous avions rencoiitree dans I’etude directe de la methodo dc" 
Neumann. II est visible enfin que, pour le probleine extericur, il 
n’y a pas de condition semblable, ii cause de la presence de h an 
numerateur de On voit 'en elFet que, pour h, = 0, on a : 

Pi = 0. 

sans qu’il soit force pour cela que Kj suit nul. 

Rn resume, faisons \ = 1 dans les series de Neumann. 11 vient r 



On a ainsi la solution du probleine exterieur de Dirichlet. Mais 
il y a une condition de possibilite. Cette condition est necessaire 
pour que nos series representent la solution, e’est-a-dire pour quo 
celle-ci puisse (itre regardee comme un potent! el de double couchc.. 

Faisons maintenant ). = — 1. On trouve : 



On a de la sorte la solution du probleine interieur de Dirichlet. 
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Mais cette Tois, il n’y a pas de condition de possibilite. La solu- 
tion esttoujours assimilable a un potentiel de double couche. 

186. Application a un probleme analogue a celui de Diricblet. 
Repreiions les notations ; 

W,W^V, V' . 

dont nous nous sommes deja servi. 

(Iherchons a construire une Ibnctioii jouissant des propnetes 

snivantes : 


AW = 0 


dV 

dV' 


dV' \ 

dn 

dn 

A dn ^ 

dn / 


(iJetantunc (bnction donnee siir S. 

Posons : 

W^Va'W, 

jimmi 

w'=yyw! 

Jmmmi 

dY, 

dn dll 

dy ___Y, dv; 

dn * dn 

On voit c[ue les I’onctions Wi sent des poteiitiels de simples 
couches dont les densites sont donnees par les equations sui- 
vantes ; 

dv., dv; 

dn dn 

dV, dY{ ^ dYp dY^ 

dn dn dn dn 
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dVi dy( __ CIV,_, ^ dVL, 

dn dn dn dn 


On pent done Ibrmer les series (1). 

Cela pose, la convergence des series (1) pent etre eludiee par 
des precedes tout ii fait semblables a ceiix cpie nous avohs 
employes a propos dn probleme de Neumann. Les conclusions 
sont les m6mes. On voit done que, pourvu que le domaine envi- 
sage soit simplement connexe, on pent resoudre le nouveau pro- 
bleme que nous venous dc poser. 

Pour L=±:l, on vetoinbe siir le probleme etudie an para- 
graplic 175. Dans le cas du probleme interieur, il y a une con- 
dition de possilulite. 



Mais dans le cas du probleme exterieur, il n’y a plus aucune 
condition de possibilite. 


187. Voyoiis le role joue ici par les Ibnctions I'ondamentales. 
Tout porte a penser qii’une fonction arbitrairc d> pent tMrc 
dcveloppee en serie dc la forme suivante : 



dT( 
dn ■ 


Si Ton admet la possibilite de ce developpement, il cst facile dc 
calcLiler les coedicients Aj. On a : 


D’oii : 

Or : 



dti) = 0. 



tbTjdco 



dto. 




1 . 


Par suite : 
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Appliquons cc vesultat a notre probleme. 

Posons : 

T V 

''’=Z“ihr 


et prenons : 


On a : 




civ^ Vn tlT' 


dV Vo dT 

= 7 u — j — 

du dn 


£^"417 


La relation qui doit (Ntre verifiee sur S donne alors : 

— p (1 + li) =X[i (1 — h) + 2a. 


Par suite : 


Mais oil a ; 


P— l_t_h._)-A(l_h)" 

1 _.V/ .'..n.. (' -I'V 


1 4- h-l-}. (:l — h) 


Oil conclut dc la : 


2aT / 1 — h \ ’’ 

p = (— 1)^ ^ i; ( 1 _q_ h ) ' 

188. Oil a : 

1 }\ 

i li < 1 

1 4- h 

si li est positif. Dans ce cas, il est clair qiic W,, lend vers zero 
qiiaiid p augmentc iiidefiiiiineiit. 

Mais si on a : 

le terme en Iq ne disparait pas. 

On a : 

IziilL-l 
l + lq 
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puisqne hj estnul. D’ou ; 

lim (- 1)>'W„ - 2a;r, 

— 2a;r:. 

On a done la iiii moyeu do calculer elT',, e’est-a-dire le poten- 
ti(d oil im point iiitericui' et en un point exterieiir d’nno distribu- 
tion electrique en e([uilil)re siir S. 

On retrouvo ainsi la mvtkode do M. Robin poor determiner iim' 
couchc attiraiite etalee sur nne surliiee I'ermec S et sans action 
siir un point interieur. 



TABLE T)ES MATIERES 


CIIAPITRE PREMIER 


POTENTIEL EN UN 
EQUATION 1)E LAPLACE. 


POINT EXTEElEmi AUX MASSES AGISSANTES 
EXEMPLES. DEVELOPPEMENTS EN SEIUES. 


DelhuLiou du poLciiLiel on gt5uci’al. 

Potontiol iiewtonion 

PoLcnticl logiu'ithmiquu 

Equation do Laplace 

Limites supdriourcs dos ddrivdos do 

Potenliel dos corps ooulinus 

Proprictos a 

Potenliel newlonicn d’une surface sphdri([U(; liomogdno 

Potontiel d’une spliero pleino 

Potenliel loj^aritlimique d’uno oircoufdrenco 

Attraction d’uue droitc lioinopeno sur un point e.vterieur. . _ 

Potenliel newLouien d’un cylindro 

Cas du oylindre de revolution 

Potontiel newtonien d'uno circonferenee 

Formule de Green 

Polyndmes de Ijcgendre 

Devoloppemeut du potontiel newtonien en serie de polyndmes sphe- 

riques • 

Dcveloppcmcnt du potontiel newtonien snivant les puissances entieres 

'Ic X, y. z . . . 

Autre devcloppemont en serie du potontiel newtonien 

Developpcments analogues pour Ic potenliel logarllhiniquo 


■J 

4 

r> 

G 

10 
1 J 
I'i 

■i'i 
a 8 

■-19 

•49 

4'i 

4G 

5i 

54 

r>G 


GHAPITRE II 

POTENTIEL EN UN POINT INTEIUEUIl AUX MASSES AGISSANTES 
EOltMULE DE POISSON 

Convergence des integralcs. — Application au potontiel 62 

Integralcs absolument convergentes ot integralcs seini-convergentes. 

— Exernples *^9 


364 


TABLE DES MAT! ERE S . 


AiUi-e exemplc. — Potcnliel dune surface aUirantc quelconquc eti un 

point do cctlo surface . . . . ■ • • . •• • • • • 

Analogic avec les series ^ • 

Potcntiel newlonien d’lm volume altirant. — Existence des derivecs 

premieres 

Etude des derivecs secondcs ‘ 

Formnlo de Poisson 

Polonlicl logaritluniquc d une surface attirante . . . • . ■ • • 


7^ 

78 

80 

86 

83 

90 


ClIAPITRE III 

StTUFACES ATTIHANTES ET EICKES ATTIEANTES 


SURFACES ATTIRAATES 


Notations et remarqucs preliminaires 

Etude du potcntiel . 

Preparation a I’etudo des composantes de raltraction . 

Coraposantes de I’attr'action 

Etude de la composante normale 

Contiiiuite des composantes tangcntielles^ 

Remarque sur les derivecs du potcntiel d tin volume attirant 

Cas singuliors 

Potcntiel logarilhmique d’uiic ligne attirante 

Remarque sur un Icmme fondamental dans la theoric des surtaces 
attiranles 


9 a 
97 
99 
1 08 

10.4 
1 1 1 
i’i8 

”9 

lao 

I ao 


I.IGXES ATTIRAATES 

Potcntiel newlonien d’une ligne attirante 

Cas d’une circonference liomogenc 


CHAPITRE IV 

LA, I’ONCTIOX DE GREEN ET LE ]>HOI!LEME DE DIRICH LET 


Theoreme de la moycnne de Gauss 

Eonctions harmoniques , 

Problemc de Dirichlet. — Probleme interieur. — Probleme cxterieur. 

Extension au cas de deux variables 

Remarque sur Ic potcntiel 

Consequences de la formule de Green. 

Analogies avec la theoric des rcsidus de Cauchy 

Definition de la fonction de Green 

Proprietes de la fonction de Green .....-• 

Probleme de Green. — Probleme de Dirichlet transforme. — Compa- 
raison avec le probleme de Dirichlet ordinaire. — Equivalence de 
ces trois problemes ' . 


1 33 
1 35 
i3g 
141 

1 4 a 

143 

149 

1 53 

1 54 


166 


TABLE DES M A TIE RES 


36'> 


GHAPITRE V 

UESOLUTION DU PnODLEME DE DIIUCHLET DANS El? CAS DU CEECLE 
. BT DE LA SPHEEE. — TIIEOIiEME DE HAriNACK. 


Fonction de Green pour Ic cas du ocrcle i7 -*' 

' RepresenUiUou conl'orme '‘■11 

Resolution du probleme de Dirichlet pour le cas de la sphere .... iSa 
M ethode de Thomson 

Equivalence dcs problemes de Dlricdilet inlerieur et exterieur .... igS 

Cas du potentiel logarithmique. icjq 

Proprietes des fonctions harmonique.s a I’indni 

Theoreme analogue a celui de Laurent . • '-iUi 

Theoreme de llarnaclv. , 


CHAP IT RE VI 

DOUnUES COUCHES 


Delinitiou d’uno double oouche ■ . ‘-ii > 

Etude du potentiel d’uue double eouche uiK 

Etude des derivee.s seeondes d’uu potentiel de simple couehe. — (ms 

d’une surface plane ‘ 

Cas d’une surface attiranto quelconque P> 

Etude des derivdes premieres d'un potentiel de double couelie, . . . epA 

Comparaison des simples et des doubles conches ^^’7 

CHAPITRE VII 

EESOLUTION DU PHOIiLEME 1)B DIIUCHLET 
LA jMETHOOE du BALAYACE 


Enonce du probleme de Dirichlet. . . 
Comparaison des fonctions harjiioniques 

Balayage d’un domaine . 

Balayage d’une sphere 

Theoreme de Ilarnack 

Methode du balayage 


et dc.s potentiels. 


■it) O’ 
•id I 
i()7 


■J.J j- 

iS'l 


CHAPITRE VIII 

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET 
LA METHODE DE NEU.MANN 


Principe de la methode de Neumann. . . 
Devcloppcment de la methode de Neumann 


■iSq, 


386 TABLE DES MATIEIiES 


Signiilcation de la consL'anlc C dog 

Emploi dos potentiels de simple couche dans la melhode de Neumann. 3iu 

ProprieLes des foncLions T; 3i6 

Resolution d’un probleme analogue a celui do Dirichlet 320 


CHAPITRE IX 

, EXTENSION DE LA METHODE DE NEUMANN AU CAS DES DOMAINES 
SIMPLEMENT CONNEXES. LES EONCTIONS FONDAMENTALES 


Enonce 327 

Hypotheses. . . . . . ■ . . . . . . . . . 627 

Rappel de certaines noialions 328 

Lcs integrales Jm 33o 

T J 

Lc rapport -jp ^ 3 S 7 

. Convcr^gencc des series de Neumann ! 34o 

Conclusion 348 

Definition des fonctions i’ondamenlales ■ .... 348 / 

Application a la methode de Neumann. . . 358 

Application a un prohlcmc analogue a celui de Dirichlet ...... d ip 


5310 


KVKEUX, I MP 11 1 M nlU E DE CUAULES U EE ISSEY 


